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VOORBERICHT. 



De oorzaken, waaraan dit tweede deel van het „Leerbeek der Meet- 
kunde" zfln ontstaan te danken heeft, zyn reeds in het voorbericht 
tot het eerste deel medegedeeld. Een enkel woord omtrent den inhoud 

^ van dit werk moge hier plaats vinden. 

^ De gekozen leerstof stemt, misschien op een enkele uitzondering 

-'V 

E\ na, overeen met hetgeen op de hoogere burgerscholen en de gymnasia 
f onderwezen wordt. Alleen is de constructie van den drievlakshoek, 
'^wanneer drie der elementen gegeven zfln, die gewoonHJk in werken 
^ over de beschry vende meetkunde behandeld wordt, in dit leerboek opge- 
nomen. Daar die constructie niet als een toepassing van de leer der 
projecties beschouwd kan worden, schflnt zfl my toe tot het gebied der 
stereometrie zelve te behooren. Ook meen ik, dat een hoofdstuk over 
de voornaamste meetkundige plaatsen in de ruimte niet ontbreken mag. 
By verschillende onderwerpen is naar de grootst mogelyke kortheid 
in de behandeling gestreefd, o. a. bfl de congruentie en de gelijkvor- 
migheid van viervlakken en veelvlakken. 

Het scheen my niet wenscheiyk, ook in dit deel eenige van de 
nieuwere begrippen der meetkunde in de ruimte op te nemen, eens- 
deels, omdat het moeiiyk is, daarvan geschikte toepassingen te 
vinden, maar ten anderen ook, omdat de verzwaring der leerstof te 
aanzieniyk zou worden. 

By elk hoofdstuk is, evenals in de planimetrie, een aantal met veel 
zorg gerangschikte vraagstukken gevoegd, naar ik vertrouw, ruim 



VOOBBERICHT. 

voldoende, om den leerling de vooral in den aanvang zoo noodige 
oefening in het ;,8tereometrisch denken" te verschaflfón. 

Ten slotte wensch ik een woord van dank te brengen aan den heer 
J. W. Tesoh, aan wien ik menige belangrijke opmerking, zoowel met 
betrekking tot het eerste, als tot dit tweede deel, verschuldigd ben, 
waardoor een niet onaanzienlijke invloed op den inhoud van beide 
uitgeoefend is. 

P. MOLENBROEK. 



VOORWOORD VOOR DEN TWEEDEN DRUK. 



De wijzigingen, in deze nieuwe uitgave aangebracht, zijn van den- 
zelfden aard als bij het eerste deel vermeld. Eensdeels bestaan zij dus 
in het op den voorgrond stellen van den aan de bewijzen ten grond- 
slag liggenden gedachtengang, ten anderen in enkele bijvoegingen, 
de meer algemeene beschouwingswijze van de gelijkvormigheid en 
geschiedkundige aanteekeningen. Het eerste hoofdstuk werd eenigszins 
omgewerkt, ten einde het aan strengheid te doen winnen. De con- 
structie van het vierde geval van den drievlakshoek werd door een 
meer eenvoudige vervangen. Mogen ook hier die veranderingen verbete- 
ringen blijken te zijn! 

P. MOLENBROEK. 
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ALaEMEENE BEaKIPPEN EN EIGENSCHAPPEN. 



159. De stereometrie houdt zich bezig met de eigenschappen van 
üguren in de ruimte. 

Volgens het tweede axioma kan door twee punten steeds een 
rechte gebracht worden en niet meer dan één rechte. Wfl kiezen nu als 

Axioma IV. Door drie punten kan steeds een plat vlak gebracht 
"w orden, 
en kunnen dan verder bewijzen: 

Eigenschap 298. Door drie^ niet op één rechte gelegen punten 
kan niet meer dan één plat vlak gebracht worden, m, a, w., als twee 
platte vlakken drie niet op één rechte gelegen punten genieën hebben ^ 
tnoeten zij geheel samenvallen. 

Gegeven : Twee platte vlak- 
ken I en II heb- 
ben de punten 
A, B en C ge- 
meen. Het punt D 
hgt in het vlak I. 

Te bewijzen: D ligt in het 
vlak II. 

Bewtjs: Wfl zullen trachten te 
bewijzen, dat het punt D op een 

rechte ligt, die in het vlak II gelegen is. Daartoe verbinde men de 
punten A, B en C door rechten, dan zullen deze volgens de definitie 
van het platte vlak zoowel in het vlak I als in het vlak II liggen. 
Omdat D ook in het vlak I ligt, kan men uit D steeds een rechte DE 
trekken, die AB en BC snijdt, b. v. in P en Q. Deze twee snijpunten 
liggen dan in het vlak II, zoodat de geheele rechte PQ, en dus ook 
het punt D, in het vlak II gelegen ziJn moet. 

II. 1 
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opmerking: Men kan Eigenschap 298 ook aldus uitdrukken: 
Een plat vlak it door drie, niet op één rechte gelegen, punten vol- 
komen bepaald. 

Uit het bewijs blijkt, dat men haar ook aldus zou kunnen uit- 
drukken : 

Een plat vlak iê door twee mijdende rechten volkomen bepaald ^ 
of eindeiyk aldus: 

Een plat vlak m door een rechte «n een daarbuiten gelegen punt 
volkomen bepaald. 

Men kan namelijk op die rechte steeds twee willekeurige punten 
aannemen, welke met het gegeven punt een drietal punten vormen, 
die volgene H" 298 het vlak volkomen bepalen. 

De volgende eigenschappen doen kennen, op welke w^ze men een 
plat vlak ontstaan kan denken. 

Bigensohap 299. Een plat vlak iê de meetkundige plaati der 
recUen, die door een vast punt gaati tn een gegeven rechte snijden. 

Bew^s: zy P het gegeven 
punt en l de gegeven rechte, 
welker punten A, B, . . . alle- 
met P vereenigd gedacht 
worden door middel van ter 
weerazyden oneindig ver- 
lengde rechten. Dan moet 
bewezen worden, dat dez© 
rechten te zamen een plat 
vlak vormen. 

Tolgens Axioma IV kan 
b. V. door de punten P, A en 
C een plat vlak U gebracht. 
*''«■ 312- worden. Daar A en C in U 

hggen, zal volgens de be- 
paling van liet platte vlak de rechte i in U liggen, dus ook het 
punt B. Aangezien nu P en B in U liggen, moet ook de rechte PB 
geheel in U liggen 

Bigensohap 800. Een plat vlak ia de meetkundige plaats der 
rechten, die op twee rechten, welke een punt gemeen hebhen, rusten. 

Men zegt, dat een rechte op een andere rust, als zö daarmede een 
punt gemeen heeft. 

BewtJB:-Zyn Z en m de twee rechten, die het punt P gemeen hebben 
en AB, CD.... rechten, die op ^ enm rusten , zoodat deze de punten 
A, C, . . . met l, B, D, . . . met m gemeen hebben. Ban moet bewezen 
worden, dat AB, CD,... in één plat vlak hggen. Yolgens Axioma IV 
kan steeds een plat vlak U door de punten P, A en B gebracht 
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worden. Daar P en A in dit vlak liggen, moet volgens de bepaling 

van een plat vlak, derechte PA in 

U liggen en dus ook het punt C. 

Evenzoo bewijst men, dat D in U 

ligt en dan ligt volgens dezelfde 

bepaling ook de rechte CD in U. 

160. Een rechte, die niet geheel 
met een vlak samenvalt, kan, vol- 
gens de definitie van het platte vlak 
in § 3, hoogstens één punt met 
het vlak gemeen hebben. In dit geval 
zegt men, dat de rechte het vlak sny dt. 

Als daarentegen de rechte en het platte vlak, hoever ook verlengd 
gedacht, geen enkel punt gemeen hebben, dan worden de figuren e v e n- 
wtjdig met elkander genoemd. 

De oneindige ruimte wordt door een plat vlak U in twee deelen 
verdeeld. Wanneer men nu twee punten A en B in de ruimte aan- 
neemt, dan kunnen daarbij de twee navolgende gevallen onderscheiden 
worden : 

1^ de rechte AB heeft, zonder dat zij aan de zyde van A of van 
B verlengd wordt, met het vlak U een punt gemeen; 

2®. de rechte AB snydt het vlak U slechts na verlenging. 

In het eerste geval zegt men, dat de twee punten aan verschil- 
lende zyden van het vlak U gelegen z^jn, in het tweede 
geval, dat A en B aan dezelfde zyde van U liggen. 

Als een rechte een vlak snfldt, dan volgt uit het vorige nog, dat 
punten der rechte, die ter weerszoden van het sn^punt liggen, aan 
verschillende zyden van het vlak gelegen zUn. Men kan dan ook zeggen, 
dat de rechte door het vlak in twee deelen verdeeld wordt, die aan 
verschillende kanten van het vlak liggen. 

161. "Wanneer, twee platte vlakken niet geheel samenvallen, dan 
kunnen twee gevallen onderscheiden worden: 

1®. de platte vlakken kunnen, hoever ook verlengd gedacht, geen 
enkel punt gemeen hebben. In dit geval worden zy evenwijdig 
genoemd. 

2®. de platte vlakken hebben minstens één punt gemeen. Dan be- 
staat de stelling: 

Eigenschap 801. Als twee platte vlakken, die niet geheel samen" 
vallen, één punt gemeen hebben ^ dan hebben zij een door dat punt 
gaande rechte gemeen. 

Men zegt in dit geval, dat de vlakken elkander in of langs die 
rechte snijden en noemt die rechte de snfllyn of doorsnede der 
vlakken. 
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Gegeven; De vlakken U en Y hebben het punt A gemeen. 
Te bewtJEen : De vlakken hebben een door A gaande rechte gemeen. 

Bewtis : Om de eigenschap 
te bewUzen, zullen wtj aller- 
eerst aantoonen, dat de 
platte vlakken behalve het 
punt A nog een ander punt 
gemeen hebben. Daartoe 
trekke men door A twee 
rechten, PQ en RS, die in 
het vlak V gelegen z\Jn. 
Onderstelt men nu, dat de 
deelen AP en AS dier 
rechten aan verschillende 
zyden van het vlak U ge- 
legen zyn , dan zal de rechte 
BC, die een punt B van AP 
met een punt C van A S ver- 
bindt, noodzakelijk het vlak 
U moeten snyden, b. v. in D. 
Daar B en C in het vlak V 
liggen, zal de geheele rechte BC, dus ook het snypunt D, in het 
vlak V gelegen zyn. Aangezien nu elk der punten A en D aan de 
vlakken U en V gemeen is, zoo moet de geheele rechte AD aan die 
vlakken gemeen z\jn. 

162. Wanneer twee willekeurige rechten Z en m in de ruimte ge- 
geven z\Jn, dan kan men volgens § 159 door / en een willekeurig 

punt P van m steeds één vlak IJ 
brengen en nu zyn twee onderstellin- 
gen mogelijk: 

1®. De rechte m ligt geheel in dat 
vlak U. 

Dan kunnen l en m of een punt 
gemeen hebben, of, hoever ook ver- 
lengd, geen enkel punt gemeen heb- 
ben. In het eerste geval heeten de 
rechten Z en m snydend, in het 
tweede geval evenwydig. 

Evenwijdige rechten z\jn dus 
rechten, die in één plat vlak liggen 
en, hoever ook. verlengd, geen punt gemeen hebben. 

2®. De rechte m ligt niet in dat vlak ü. Nu kan aangetoond worden , 
dat het niet mogelyk is een vlak aan te brengen, dat de rechten l 
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en m te gelyk bevat. Immers indien dit mogelyk ware, dan zou in 
dat vlak zoowel de rechte l als het punt P liggen, d. i. dat vlak zou 
volgens § 159 met U moeten samenvallen, hetgeen tegen de onder- 
stelling sti^ijdt. 

De rechten Z en m kunnen in dit geval ook geen punt gemeen 
hebben, daar zy in het tegenovergestelde geval immers snydende 
rechten zouden zjjn, waardoor steeds een plat vlak kan gebracht 
worden. 

Wy besluiten dus tot de volgende Eigenschap: 

Eigenschap 302. Als een plat vlak, door een rechte l en een 
punt van een andere rechte m gebracht , niet de geheele rechte m bevat , 
dan ie het niet mogelijk, door l en m een vlak te brengen en de 
rechten l en m kunnen ook niet een punt gemeen hebben. 

De rechten Z en m heeten in dit geval kruisend. Kruisende 
rechten zyn dus Iflnen, die geen enkel punt gemeen hebben, terwyl 
er geen vlak bestaat, dat de beide rechten te geltjk bevat. 

163. Eigenschap 303. Door een punt in de ruimte kan men steeds 
één, maar niet meer dan één rechte trekken, die evenwijdig loopt aan 
een andere rechte, 

Bewtis: Door de gegeven rechte AB en het gegeven punt P kan 
volgens § 159 steeds een 
vlak U gebracht worden en 
in dat vlak kan volgens de 
planimetrie steeds een rechte 
PQ getrokken worden, die 
evenwijdig met AB loopt. 
Was er nu nog een tweede 
rechte PR, door P gaande, 
evenwijdig met AB mogel\Jk, 

dan zou deze volgens de plani- Fig. 316. 

metrie niet in het vlak Uge-. 

legen kunnen zyn; dan zou echter door PR en AB een ander vlak 
V moeten gaan, zoodat nu door de rechte AB en het punt P 
twee vlakken U en V gebracht zouden kunnen worden, wat tegen 
§ 159 strijdt. 

Eigenschap 304. Als één van twee evenmjdigen een vlak snijdt^ 
dan snijdt ook de andere dat vlak. 

Gegeven : A B 1 1 C D. 

AB heeft met het vlak Ü het punt B gemeen. 
Te bewijzen : C D snijdt het vlak U. 



G 
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Bewtls: W\J zullen trachten 
deze eigenschap met behulp 
van N*^ 12 te bewezen. Daartoe 
doen wfl opmerken, dat door 
AB en CD volgens de be- 
pahng van evenwUdige rechten 
een vlak V kan gebracht wor- 
den en daar dit vlak met het 
vlak U het punt B gemeen 
heeft, zoo hebben de vlakken 
U en V volgens N® 301 een 
rechte B P gemeen. Nu zal 
echter volgens N® 12 CD de 
rechte B P en dus ook het vlak 
U moeten snijden. 
Eigensohap 305. Twee rechten^ die evenwijdig zijn met een derde, 
zijn evenwijdig. 

Gegeven: c||a,c||&. 

Te bewijzen : ^11^* 

Bewijs: Wt| zullen in dit geval moeten bewijzen, dat a en 6 in 

één vlak liggen en geen punt gemeen kunnen 
hebben. Nu kan men steeds een vlak ü bren- 
gen door de rechte a en een willekeurig punt 
P van 6; dan z\jn twee onder stelhn gen mo- 
geiyk: 1®. de rechte b ligt niet in het 
vlak U, 2^, het vlak U bevat h geheel. In- 
dien wij nu de eerste onderstelling maken, 
dan heeft 6 dus met het vlak U het punt P 
gemeen, maar daar volgens het gegevene 
c|| 6 is, zoo moet volgens N<^ 304 c ook een 
punt met het vlak U gemeen hebben en daar 
verder volgens het onderstelde a\\c loopt , 
moet dan ook de rechte a het vlak U sn\Jden , 
wat onmogeiyk is. Dus blyft slechts de onder- 
stelling over, dat de rechte b geheel in het vlak U ligt, zoodat 6 
nu óf evenwijdig met a zijn moet óf a zal snijden. "Was echter dit 
laatste het geval, dan zouden door dat snijpunt- twee rechten a en 6 
loopen, die volgens het gegevene beide evenwijdig met c zijn, hetgeen 
tegen N® 303 strijdt. Het is dus alleen mogelijk, dat b\\a is. 

Eigenschap d06. AU de beenen van een hoek evenwijdig zijn met 
die van een anderen, dan zijn die hoeken bf gelijk bf elkanders 
supplementen. 
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Wy bewezen hier slechts één van de béide gevallen. 
Gegeven: BA||ED, BC||EF. 
Tebewtjzen: L ABC=LBEF. 

Bewqs: "WJj zullen nu trachten 
twee congruente A A te vormen, 
waarin de gegeven hoeken voor- 
komen, en nemen daartoe op BA 
•en ED twee VTÜlekeurige , doch ge- 
lijke stukken B G en E H en even- 
300 op BC en E F de gelyke stukken 
BI en EK; vereenigt men daarna 
B, G en I respectievelijk met E, H 
•en K , dan is B G H E een parallelo- 
gram, omdat BG en EH gelflk en 
evenwijdig zjjn. Derhalve is ook 
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BE gelijk en evenwijdig aan GH . . . . (1) 

Evenzoo is dan BIKE een parallelogram , omdat BI gelijk en even- 
^'dig met EK is, dus is ook 



BE gelyk en evenwijdig met IK 



• • 



(2) 



Uit (1) en (2) volgt nu, dat GH= en ||IK is, zoodat de vierhoek 
OHKI een parallelogram en dus GI^HK is. Nu is echter 

ABGI^ A EHK, 

omdat ziJ de drie zijden gelflk hebben, en dus 

LGBI=LHEK. 

Eigenschap 307. Trekt men door de punten eener redde lijn 
•rechten j die eveniuijdig hopen aan een tweede gegeven rechte, dan 
liggen al die evenwijdigen in hetzelfde vlak. 

Het is voldoende aan te toonen, dat een willekeurige evenwijdige 
in het platte vlak ligt, dat door twee willekeurige andere evenwijdigen 
gebracht kan worden. 

Gegeven: PPJICD, QQ, ||CD, RR, ||CD. 

Te bewijzen : P Pj , Q Qj , R Rj üggen in één vlak. 

JBewqs: Uit het gegevene, in verband met N^ 305, volgt 

PP, IIQQ, en PP, ||RRj. 
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Vraagstukken. 

720. Alle rechten , die door een gegeven punt gaan en een gegeven 
rechte sneden, hggen in een plat vlak. Bew\js deze stelling. 

721. Als een rechte een vlak ontmoet in een punt buiten een in 
het vlak gelegen rechte, dan moeten die twee rechten elkander kruisen. 
Bewys dit. 

722. Trekt men door een punt buiten het vlak van twee snydende 
rechten een l\jn evenwijdig aan een dier rechten, dan moet zt) de 
andere kruisen. 

723. Als twee vlakken elkander snyden en een rechte in het eene 
vlak loopt evenwijdig aan de doorsnede, dan kan zy het andere vlak 
niet sneden. Gevraagd het bewys. 

724. Hoe kan een rechte geconstrueerd worden, die door een ge- 
gegeven punt gaat en twee willekeurige kruisende rechten snydt? 

725. Construeer een rechte, die drie gegeven rechten snydt. Hoe- 
veel rechten voldoen aan de vraag? 

726. Als drie vlakken door één rechte gaan, dan sneden z\) van 
twee willekeurige everiwtJdigen evenredige stukken af. 

727. Geef de analyse van het werkstuk: Een rechte te construeeren , 
die twee gegeven kruisende rechten snjjdt en evenwtJdig is met een 
derde gegeven rechte. 



HOOFDSTUK XXIX. 



LOODRECHTE STAND VAN EEN RECHTE EN EEN PLAT VLAK. 



165. Door een willekeurige rechte / kan men oneindig vele platte 
vlakken brengen, en in elk dier vlakken kan men volgens de plani- 
metrie in een bepaald punt van / een loodlfln op l trekken. In één 
punt eener rechte zyn dus oneindig vele loodltjnen op die rechte 
mogelyk. Wy kunnen nu bewijzen: 

Eigenschap 308. Als een rechte in hetzelfde punt loodrecht ge- 
sneden wordt door twee andere , dan staat zij loodrecht op elke rechte^ 
die in het vlak der beide laatste rechten ligt. 

Wy bewyzen vooreerst, dat de eerste rechte loodrecht staat op elke 
rechte, die door het snypunt met de beide loodrechte Hjnen in het 
vlak dezer laatste getrokken wordt. 

Gegeven: AB_LPQ, 
^ AB_LPR; 

het vlak U bevat PQ, PR en PS. 

• Te bewezen : A B _L P S. 

Bewijs : Ten einde het gestelde 
aan te toonen, zullen wy de ge- 
Itjkheid der hoeken S P A en S P B 
trachten te bewyzen en hiertoe een 
der eigenschappen in §36 genoemd, 
toepassen. Men mete daarom op 
AB ter weerszyden van P de 
gelyke, overigens willekeurige, 
stukken PC en P D af en neme 
op PS een willekeurig punt L 
aan , dan zal men tot het gestelde 
kunnen besluiten , indien men weet, 
dat L C = L D is. 
Om nu deze rechten in verband met de gegeven rechten PQ en PR te 
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brengen, trekke men door L een rechte in het vlak U, die PR b.v. 
In I en F B in K snijdt en verbinde I en K zoowel met C als met D. 
Dan deelt Q P, zoowel als R P, de rechte (J D loodrecht middendoor, 
^U8 ie 

IC = ID en KC = KD, 
■derhalve 

waaruit volgt 

LCIK=LDIK. 
Nu ia 

ACIL^ ADIL, 

daar zjj twee z^den en den ingesloten hoek geiyk hebben, dus is 
L C ^ L D en daar de punten L en D nu in het vlak LCD even ver van 
C als van D liggen, moet LP de rechte CD loodrecht middendoor 
deelen, derhalve LP_LAB. 

Dat AB elke in het vlak U gelegen, niet door P gaande, rechte { 
loodrecht kruist, blijkt nu onmiddellijk in verband met de vorige §, 
indien men uit P een rechte evenwijdig aan l trekt. 

Yerder ziet men gemakkeiyk de waarheid van de volgende meer 
algemeene stelling in : 

Eigensohap 309. Staat een rechte loodrecht op twee mUekeurige 
snijdende rechten van een vlak, dan etaat zij loodrecht op alle rechten 
in dat vlak. 

Dientengevolge heeft men de volgende spreekwijze ingevoerd: 

Als een rechte loodrecht staat op twee willekeurige snijdende 
rechten van een vlak, dan zegt men, dat die rechte loodrecht 
op het vlak staat. 

166. Eigenschap SlO. Alle loodlijnen, in een punt eener reckteop 
die rechte getrokken, liggen in een plat vlak. 

Het is voldoende aan te toonen, dat een willekeurige loodiyn ligt 
in het vlak, door twee bepaalde, doch 
willekeurige loodlünen gebracht. " 

Gegeven : 
BC_LAB, BD_LAB, BE_LAB. 

Te bewiJBeo: BE ligt in hetvlak, 
door B C en B D ge- 
bracht. - 

Bew^'a: Onderstel, dat BB niet lag 
in het vlak U , door B C en B D gebracht. pjg, 323. 

Legde men dan een vlak V door AB 
en BE, dan zou dit met U het punt B, dus volgens N' 301 een 
rechte BF gemeen hebben. Dan zou evenwel, omdat gegeven is, dat 
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AB loodrecht staat op twee rechten BC en BD in het vlak U, 
volgens N" 308 LAB F ook 90® moeten zjjn, terwijl gegeven is, 
dat L A B E 90° bedraagt. In het vlak V zouden dus in hetzelfde 
punt B twee loodiynen op AB getrokken kunnen worden, hetgeen 
onmogelijk is; dus moet BE in het vlak CBD liggen. 

Eigensohap 311. In een punt eener rechte kan men steeds één^ 
maar ook niet meer dan één^ vlak loodrecht op die rechte aanbrengen. 

Bewijs: Zy AB de gegeven 
C rechte. Legt men door A B twee 
vlakken en trekt men in elk 
dezer een loodiyn BC en BI> 
op AB, dan zal het vlak CBD 
of U volgens N*^ 308 loodrecht 
op AB staan. 

Stel nu, er was nog een 
ander vlak V in hetzelfde punt 
B loodrecht op AB mogeiyk. 
Dan zou een willekeurig door 
AB gaand vlak W de twee 
vlakken U en V volgens twee rechten BE en B F snflden, terwfll 
A B dan in dat vlak W loodrecht op A E en op B F zou staan , omdat 
AB_Lhet vlak U en JL het vlak V is. Dit nu is onmogelflk, dus 
kan geen tweede vlak in B loodrecht op AB aangebracht worden. 

Eigenschap 312. In elk punt van een vlak kan steeds één, doch 
ook niet meer dan één^ loodlijn op dat vlak getrokken worden, 
Bew^s: Zfl "W het gegeven vlak en P het gegeven punt daarin. 





Fig. 824. 
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Fig. 325. 



Fig. 326. 



Men kan nu steeds door P in het vlak W twee willekeurige rechten 
PQ en PR trekken en op elk dezer in P een vlak loodrecht plaatsen , 
zoodat het vlak U _L P Q en het vlak V _L P. R is. Deze vlakken hebben 
het punt P gemeen en moeten dus volgens N*^ 301 een rechte P S gemeen 



13 



hebben. Maar dan is P Q _L P S , omdat P Q _L bet vlak U is en 
PK J_PS, omdat PR J_het vlak V is, dus is PS loodrecht op twee 
rechten van het vlak W en derhalve volgens N® 308 ook op het vlak "W. 

Om nu te bewijzen, dat in het punt P geen andere rechte dan PS 
loodrecht op het vlak W kan staan, hebben wij slechts op te merken, 
dat, als zulks b.v. met PT het geval was (fig. 326), door PS en PT 
«en vlak H gelegd zou kunnen worden, dat W moest snyden, b.v. 
volgens PA, en dan zouden de beide rechten PS en PT m hetzelfde 
vlak H loodrecht staan op de rechte PA van dat vlak. 

Eigenschap 818. AU één van twee evenmjdigen loodrecht staat 
op een vlak, dan staat de andere ook loodrecht daarop. 

Gegeven : 

PQIIRS, PQ J_het vlak U. 

Te bewtjzen : R S _L het vlak U. 

Bew^s: Men heeft slechts te 
"bewyzen, dat RS loodrecht staat 
op twee rechten, in het vlak U 
gelegen. Trekt men nu b.v. door 
liet snypunt T van PQ met het 
vlak ü twee willekeurige rechten 
TA en TB, die in ü hggen, dan 
is volgens het onderstelde 

LPTA = 1R. 




Fig. 327. 



Maar volgens § 164 is de hoek tusschen RS en T A gelijk aan dien 
tusschen PQ en TA en dus is 

R S J. T A. 

Op dezelfde wyze toont men aan, dat RS_LTB is. 

Eigenschap 314. Twee rechten^ die loodrecht staan op hetzelfde 
■vlak^ zijn evenwijdig. 

Gegeven: PQ J_het vlak U, 
R S _L het vlak U. 

Te bewezen : P Q 1 1 R S. 

Bewtjs: Indien RS niet ||PQ 
was , dan zou men steeds door 
Jiaar snijpunt T met het vlak U een 
rechte T L 1 1 P Q kunnen trekken , 
•die dan volgens W 313 loodrecht 
•op het vlak U zou moeten staan. 
Dan gouden echter in het punt 
T twee loodlijnen op het vlak ü 
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opgericht kunnen worden, wat tegen N® 312 strijdt. Derhalve i& 
RS||PQ. 

Eigenschap 315. Uit een punt buiten een vlak kan steeds één^ 
doch niet méér dan één loodUjn op dat vlak getrokken worden. 
Bewijs: Zy U het gegeven vlak en P het gegeven punt. Om nu 

uit P een loodl\Jn op het vlak U 
te verkrijgen, kan men volgens. 
N® 312 in een willekeurig puntA 
van het vlak U een loodltJn AB 
op dat vlak oprichten en daarna, 
uit P een rechte PQ||AB trek- 
ken ; P Q is dan volgens N** 313- 
loodrecht op het vlak ü. 

Wanneer nu nog een tweede» 
loodltjn PR uit P op hetzelfde- 
vlak mogel\jk was, dan zou, als. 
men de snypunten Q, en Rj van. 
P Q en PR met het vlak U ver- 
bond, een driehoek PQ, R, met twee rechte hoeken verkregen zyn» 
omdat PQi en PR, beide loodrecht op Q, Ri ztJn moeten, daar di^ 
rechten volgens de onderstelling loodrecht op het vlak U staan. 

Er is dus geen andere loodltjn dan P Q uit het punt P op het vlak IT 
mogeiyk. 

167. Uit al het vorige blijkt, dat een plat vlak volkomen bepaald 
is, indien zoowel de richting als de lengte van de loodlyn, uit een 
punt buiten het vlak daarop neergelaten, gegeven zyn. 

Gewoonlijk noemt men de loodiyn, op een vlak opgericht of neer- 
gelaten, de normaal tot het vlak. 

Men is ook wel gewoon te zeggen, dat de normaal de richtingvan 
het vlak aangeeft. 

168. Onder de orthonale projectie van een punt op een 
vlak verstaat men het voetpunt der loodltjn, uit dat punt op het 
vlak neergelaten. 

Dikwtjls spreekt men eenvoudig van de projectie van het punt op- 
het vlak. 

De projectie van een lyn op een vlak is de meetkundige^ 
plaats van de voetpunten der loodlynen, uit de punten van die lyn 
op het vlak neergelaten. 

Evenzoo verstaat men onder de projectie van een vlak of van een 
lichaam op een vlak de meetkundige plaats van de voetpunten der 
loodlynen, uit de punten dier figuur op het vlak neergelaten. 
• Eigenschap 816. De projectie van een rechte op een plat vlak t> 
en rechte. 
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Fig. 330. 



Bewijs: Z\] U het gegeven vlak, AB de gegeven rechte, dan heeft 
men aan te toonen, dat de voet- 
punten A, , B, , C, . . . der loodlynen 
AA,, BB,, C C, . . . , uit de punten 
van A B op het vlak U neergelaten , 
in een rechte liggen. Nu is volgens 
N<> 314 AA, ||BB, ||CC, ... en om- 
dat A, B, C . . . op een rechte liggen, 
moeten AA,, BB,, CC,... volgens 
N'» 307 in één plat vlak V Uggen. 
De voetpunten A, , B, , C, . . . der 
loodlijnen üggen dan zoowel in het vlak U, als in V, dus in de door- 
snede dier vlakken., d. i. in een rechte. 

Onder den hoek van een rechte met een plat vlak verstaat 
men den hoek, dien de rechte met hare projectie op het vlak vormt. 
Denkt men de rechte naar beide zyden oneindig ver verlengd, dan 
vormt ztJ met hare projectie twee hoeken, die elkanders supplement 
zyn. De scherpe hoek wordt dan als de hoek tusschen de rechte en 
het vlak beschouwd. 

Eigenschap 317. De hoek tusschen een rechte en een vlak is kleiner 
dan de hoek tusschen die rechte en een willekeurige rechte van het vlak. 

Men heeft volgens § 164 slechts aan te toonen, dat deze eigen- 
schap waar is voor elke rechte door het snflpunt van de rechte met 
het vlak in dit laatste getrokken. 

Gegeven: AA, J_het vlak U; 
S en A, zyn de 
snijpunten van AB 
en AA, met U; SC 
ligt in U. 

Te bewijzen: 

LASC>LASA,. 

Bewqs: Neemt men op SC een 
stuk SC, = SAi en trekt AC, 
en A, C, , dan is A A A, C, recht- 
hoekig in A,, omdat AA, JL het vlak ü is. Dus is AC, > AA,. De 
driehoeken ASC, en ASA, hebben nu twee zjjden geltJk, terwijl de 
derde ztjde van den eersten grooter is dan die van den tweeden; dus 
is de ingesloten hoek ASC, van den eersten ook grooter dan de 
ingesloten hoek ASA, van den tweeden. 

Eigencrchap 318. De hoek tusschen een recJde en een plat vlak is 
het complement van een der hoeken tusschen die rechte en een loille^ 
keurige loodlijn. 




Fig. 331. 
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Bewtis: Daar de hoek tusschen twee rechten geconstrueerd wordt 
door uit een punt van de eene rechte een ItJn te trekken, die evenwijdig 
loopt met de andere, zoo heeft men, ten einde.de eigenschap te be- 
wezen, slechts aan te toonen, dat de hoek tusschen SA en het vlak U 
in fig. 33^1 het complement is van een der hoeken tusschen SA en 
de loodmn A Aj , of dat L A S A, het complement is van L S A A, , 
en dit bl\jkt onmiddeliyk uit den rechthoekigen driehoek SAA,. 

Deze eigenschap wordt met goed gevolg toegepast hjj het oplossen 
van vele vraagstukken, die betrekking hebben op den hoek tusschen 
een rechte en een vlak. 



Vraagstukken. 

728. Staat een rechte loodrecht op een rechte van een vlak, maar 
scheef hoekig op een andere in het vlak gegeven rechte, dan staat zy 
scheefhoekig op elke andere rechte in het vlak. 

729. BewtJs, dat de loodltjn, uit een punt op een vlak neergelaten, 
kleiner is dan elke andere rechte, die dat punt met een punt van het 
vlak verbindt. 

730. Twee schuine rechten, die een punt buiten een vlak met twee 
punten in het vlak verbinden, ztjn gelijk, als haar voetpunten even ver 
verwijderd zijn van het voetpunt der loodlijn, uit dat punt op het vlak 
neergelaten. Bewijs ook het omgekeerde. 

731. Een schuine lijn, uit een punt buiten een vlak naar dat vlak 
getrokken , wordt grooter, als haar voetpunt zich verder van het voet- 
punt der loodliJn, uit het punt op het vlak neergelaten, verwijdert. 
Bewijs ook het omgekeerde. 

732. Gegeven een rechte en een punt daarbuiten. Men vraagt door 
dat punt een rechte te construeeren, die de gegeven rechte lood- 
recht kruist. 

733. Bij dezelfde gegevens als in het vorige vraagstuk, vraagt men 
twee constructies voor een rechte, die door het gegeven punt gaat 
en de gegeven rechte loodrecht snijdt. 

734. Trekt men uit een punt der ruimte loodlijnen op twee snijdende 
vlakken, dan staat het vlak dier loodlijnen loodrecht op de snijlijn 
•der vlakken. 

735. Als een rechte l en een vlak ü loodrecht op elkander staan, 
•en V een willekeurig vlak is, dan staat de projectie van Z op V lood- 
xecht op de doorsnede van U en V. 



17 



736. Gegeven een vlak U en een rechte l. Men vraa^ 
dat een rechte, die in het vlak ü loodrecht op de proj 
trokken wordt, tevens de rechte l loodrecht kruist of i 

737. Noem en bewtjs het omgekeerde van de eigensc 

738. De hoek, dien een lyn met een vlak vormt, is 
de hoek, gevormd door een rechte loodrecht op dat 
vlak loodrecht op die l^n. 

739. Gegeven een rechte l en een vlak U. Men proj* 
en trekt daarna in U twee rechten m en n, die gelijk 
die projectie vormen. Te bewyzen, dat m en n gel\Jke 
vormen, 

740. De loodiynen, uit één punt getrokken op vlak 
eenzelfde rechte gaan, liggen in één plat vlak. 



I. 



HOOFDSTUK XXX. 



EEN RECHTE EVENWIJDIG MET EEN PLAT VLAK. 

169. Volgens § 160 noemt men een rechte evenwijdig met een vlak ,' 
als zjj, hoever ook verlengd, geen punt gemeen hebben. 

Eigenschap 319. JEen rechte loopt evenmjdig met een vlak, als zij 
evenwijdig loopt met een rechte van het vlak. 




Pig. 332. 



Gegeven: AB||CD. 

O D ligt in het vlak ü. 
Te bewijzen : A B 1 1 het vlak ü. 

Bewtjs: Men heeft slechts te 
bewy zen , dat A B geen enkel punt 
met U gemeen kan hebben. Daar 
AB||CD is, kan men door deze 
rechten een vlak V brengen, dat 
het vlak U volgens CD sntjdt. 
Een punt, dat aan AB en het vlak U gemeen is, zou dan ook in de 
beide vlakken U en V, dus in hun snyiyn CD moeten liggen ^ 
m. a. w. als AB het vlak U sneed, zou AB ook CD moeten snyden, 
wat tegen het gegevene strfldt. 

Opmerking: Deze stelling levert een eenvoudig middel om door 
een willekeurige rechte A B een vlak te brengen , dat evenwijdig loopt 
met een andere rechte C D. Men trekke daartoe door een punt P van 
AB een rechte PQ||CD. Het vlak, door AB en PQ gebracht, loopt 
dan volgens N^ 319||CD. 

Eigenschap 320. AU een rechte evemdjdig hopt met een vlaky 
dan zal ieder vlak^ dat door die rechte gaat en het vlak U snijdt^ 
een snijlijn evenmjdig met de gegeven rechte moeten opleveren. 

Gegeven in fig. 332 : A B 1 1 het vlak U. 

Het vlak V bevat AB en snijdt het vlak U volgens CD. 

Te bewezen : C D 1 1 A B. 
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Bew^s: Er zijn drie onderstellingen mogelijk: 1^ AB kruist CD; 
2^ AB snydt CD; 3°. A B || CD. AB kan CD niet kruisen, omdat 
beide rechten in het vlak V liggen. AB kan CD ook niet snflden, 
omdat dan AB ook het vlak U zou snyden, hetgeen tegen het ge- 
gevene strydt. Dus moet AB ||CD z\jn. 

Eigenschap 321. Als een rechte evenwijdig loopt met een vlak, is 
zij evenwijdig aan haar projectie op het vlak. 

Gegeven : A B 1 1 het vlak U. 

Al en Bj zyn de voet- 
punten der loodlijnen, 
uit A en B op het vlak 
U neergelaten. 

Te bew^'zen : A B 1 1 Aj Bj. V ^X ^ 

Bewti's : Omdat A A^ en B B| _L het Fig. 333. 

vlak U staan, is AA,||BBj. Nu kan 

dus door AA, en BBj een vlak V gebracht worden, dat dan ook AB en 
Aj Bi bevatten moet en dat het vlak U volgens A, Bi snijdt. Maar 
daar AB|| het vlak U is, moet nu volgens N<> 320 AiB, ||AB zyn. 

170. Onder den afstand van een punt tot een vlak verstaat 
men de lengte der loodlyn, uit dat punt op het vlak neergelaten. 

Eigenschap 322. Als een rechte evenwijdig is met een vlak^ hebben 
al haar punten gelijken afstand tot dat vlak. 

Gegeven in fig. 333 : A B 1 1 het vlak U ; 

A, en B, zyn de voetpunten der loodlynen, uit A en B op het vlak 
IJ neergelaten. 

Te bew^'zen: AA, = BB,. 

Bew^'s: Ai B, is de projectie van AB op het vlak U, dus is vol- 
gens de vorige stelling AiBi||AB. Omdat AAi en BB, beide lood- 
recht op het vlak ü staan, is volgens N® 314 AA, ||BB,. Dus is 
A A, B, B een parallelogram en A A, = B B,. 

Als een rechte evenwijdig loopt met een vlak, dan noemt men den 
afstand van een harer punten tot het vlak kortweg den afstand 
van de rechte tot het vlak. 

Eigenschap 323. Een rechte loopt evenwijdig met een vlak, als 
twee willekeurige harer pnnten gelijke afstanden tot het vlak hebben. 

Gegeven in fig. 333 : A Ai = B Bi. 

A, en B, zyn de voetpunten der loodlynen , uit A en B op het vlak 
IJ neergelaten. 

Te bewtjzen : -A. B 1 1 het vlak U. 



20 



Bew^s: Volgens N^ 314 is 

AA,||BB„ 

en daar volgens het gegevene 

A A, = B B, 

is, zoo is de vierhoek ABB|Ai ^en parallelogram , dus is 

AB||A,B„ 

en dan is volgens N® 319 ook 

A B 1 1 het vlak U. 




171. Eigenschap 324. Als een recMe evenwijdig is met een vlak^ 
en men trekt uit een punt van dat vlak een rechte evenwijdig met de 
eerste, dan moet deze in het vlak liggen, 

G-egeven: AB||het vlak U, 
T X _ P ligt in het vlak ü, 

PQIIAB 

Te bewtjzen: PQ hgt in het 

vlak ü. 

Bew^'s: Daar PQ|| AB is, kan 
men door PQ en AB steeds een 
Fig. 334. ^^^^ ^ brengen. "Wanneer nu PQ 

niet in het vlak U lag, dan zou het 
vlak V met ü een door P gaande, van PQ verschillende rechte PR 
gemeen hebben. Volgens N® 320 moest dan echter P R 1 1 A B zyn , 
zoodat door P twee rechten PQ en PR zouden gaan, die beide ||AB 
vaaren, hetgeen tegen N** 303 strydt. Dus ligt PQ in het vlak ü. 

Eigensohap 325. Als een rechte evenwijdig is met twee vlakken y 
dan is zij evenwijdig met hunne doorsnede. 

Gegeven: Z || het vlak ü, 
p^ uj I / II het vlak V, 

P Q is de doorsnede van de 
vlakken ü en V. 

Te bewijzen: Z||PQ. 

Bewijs: Men kan door P een rechte 
getrokken denken, die evenwijdig met 
de rechte l is. Deze moet dan volgens 
N® 324 zoowel in het vlak U als in 
het vlak V liggen, omdat P in die twee 
vlakken ligt. Dus is de doorsnede dier 
vlakken, d. i. PQ, de rechte, die door P||Z getrokken wordt. 





Fig. 335. 
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172. Eigensohap 326. De projectie van een rechten hoek op een plat 
vlak is een rechte hoek, als één der beenen evenwijdig aan dcü vlak loopt. 

Gegeven: LABC = R; 




Fig. 336. 



A B 1 1 het vlak U. 

A, , B, , Cj zgn de 
voetpunten der lood- 
lijnen uit A, B, C op 
het vlak U neerge- 
laten. 

Te bewtjzen : L A, B^ C, = 1 R. 

Bewtjs: Ten einde het gestelde 
te bewyzen , zullen v^U aantoonen , 

óf dat Aj Bj loodrecht is op een vlak, waarin B, C, ügt, óf dat B, C, 
loodrecht is op een vlak, v^aarin A, B, gelegen is. Het ligt dus voor 
de hand te onderzoeken, of Aj B^ _L vlak B C C, Bj is. Daar echter 
AB||het vlak U is, zoo is volgens N® 321 AB||A, B,, en dus kan 
men volgens N° 313 ook onderzoeken, of AB JLhet vlak BCC, B is. 
Omdat BB, J_ het vlak U is, zal AjB, _LBBi zyn, dus is ook 
AB J_BB, en volgens het gegevene is ABJ_BC, dus is AB_L op 
twee rechten van het vlak CBB,C, , d. i. ABJL het vlak CBB|C,. 



Vraaffstukken. 

741. Trekt men in een van twee snijdende vlakken een rechte, die 
evenwijdig loopt aan het andere, dan moet deze rechte evenwijdig 
zfln aan de doorsnede dier vlakken. 

742. Hoeveel vlakken kunnen door een gegeven punt gebracht worden ^ 
evenwijdig aan een gegeven rechte? 

743. Men vraagt door een gegeven punt een vlak te brengen, dat 
evenwijdig is aan twee gegeven rechten. 

744. Trekt men uit twee willekeurige punten van een vlak twee 
evenwijdige rechten, die gelijke lengte hebben, dan is de verbindings- 
lijn der uiteinden evenwijdig met het vlak en omgekeerd. 

745. Als een rechte loodrecht is op een vlak, dan zal iedere rechte ^ 
die de eerste loodrecht kruist of snijdt, óf evenwijdig aan dat vlak 
zy'n óf daarin hggen. 

746. Te bewijzen, dat door een gegeven rechte slechts één vlak 
gebracht kan worden, dat evenwijdig is aan een andere rechte, die 
de eerste kruist. 

747. Bewijs W 325 door toepassing van N» 320. 



HOOFDSTUK XXXL 



EVENWIJDiaE VLAKKEN. 



173. In § 161 zagen wfl reeds, dat twee platte vlakken evenwijdig 
genoemd worden, als zy, hoever ook verlengd, geen enkel punt ge- 
meen hebben. 
Allereerst zal nu wel de volgende eigenschap duideiyk z^n: 
Eigenschap 327. Elke rechte^ in één van twee evenwijdige vlakken 
gelegen i is evenwijdig met het andere vlak. 

Bew^'s: Sneed namelijk die rechte dat tweede vlak, dan zou dat 
enypunt zoowel in het eene als in het andere vlak liggen, m. a. w. 
de vlakken zouden niet evenwijdig kunnen zijn. 

Gemakkelijk zy'n verder de volgende gevallen te bewijzen: 
Eigenschap 328. Twee platte vlakken zijn evenwijdig ^ ah zij lood- 
recht staan op dezelfde rechte. 

G-eg even : het vlak ü J_ A B in P ; 
hetvlakVJ_ABinQ. 

Te bew^'zen: het vlak U||het 

vlak V. 

Bewtjs : Onderstelt men , dat de 
vlakken U en V niet evenwijdig 
waren en dus een punt C gemeen 
hadden, dan zou er door vereeni- 
ging van C met P en Q een drie- 
hoek ontstaan. Volgens het ge- 
gevene zou dan echter 

lQPC=lRen LPQC = 1R 
Fig. 337. 

ziJn , dus zou A P Q C twee rechte 

hoeken hebben. De vlakken kunnen dus geen punt gemeen hebben. 
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Eigenschap 320. Twee vlakken zijn evenwijdig^ als twee snijdende 
rechten van het eene vlak evenwijdig zijn met twee snijdende rechten 
van het andere, 

G-egeven : 

AB||A,B„ CD||C,D,; 
A B en C D liggen in het vlak U, 
Al B, en C, Dj in het vlak V- 

Te bewezen: 

. Het vlak ü 1 1 het vlak V. 

Bew^'s: Wy zullen trach- 
ten aan te toonen, dat beide 
vlakken op eenzelfde rechte 
loodrecht staan. Trekt men 
'daartoe PQ_Lhet vlak U, 
dan kruist deze ItJn de rechten 
AB en CD rechthoekig, 
liaar de hoek tusschen FQ 
en AB is gelijk aan dien 
tusschen PQ en AjB, vol 

gens § 164 en omdat A| B, || A B is. Evenzoo is de hoek tusschen P Q 
■en CD gelyk aan dien tusschen PQ en C, D|, derhalve kruist PQ de 
rechten A, B, en CiD, loodrecht, zoodat PQ nu ook _L het vlak Vis. 

Daar de beide vlakken U en V loodrecht op PQ staan, zoo is nu 
volgens NO 328 U||V. 

174. Eigenschap 330. Als twee vlakken evenwijdig zijn en beide 
door een derde vlak gesneden 
worden y dan zijn de snijlijnen 
evenwijdig. 

Gegeven: 

Het vlak U||het vlak V. 

Te bewjjzen: 

AB||CD. 

Bewjjs : A B kan C D niet 
kruisen, omdat beide in het 
vlak W liggen en AB kan 
€D niet snyden, omdat dan 
ook de vlakken U en V een 
punt gemeen zouden hebben. 
Dus is 

AB||CD. Fig. 339. 




Eigensobap 331> Als een rechte een i 
mijdt, snijdt zij ook het andere. 



I twee evenwijdige vlakken 



Te bew^sen: 



Het vlak Ü||het vlak V. 
De rechte l snydt U in P. 

l snUdt ook V. 



Bow^'b: Wij zullen traolitea aan te toonen, dat de rechte l ma 
rechte in Let vlak V snijdt. Breng daartoe een vlak W door l en een 
willekeurig punt Q van V. Daar de vlakken U en W het punt F 
gemeen hebben, zullen zjj elkander volgens N* 301 volgens eenrechtep 
snijden. En aangezien de vlakken V en W het punt Q gemeen hebben, 
moeten zjj dus ook een rechte q gemeen hebben. Dan is echter volgen» 
N* 330 pWq en daar / de rechte p snijdt, moet zjj volgens N" 12 
dus ook q en daarmede ook het vlak V snijden. 

I?5. Eigenschap 882. Een rechte, die loodrecht staat op één vait 
twee evenxaijdige vlakken, staat ook loodrecfd op het andere. 



A 


^ 


^ 


R 


Gegeven : 

het vlak U II het vlak V, 
AB_Lhet vlak U. 


/ ^ 




7 


Te bewflaen: 

A B J. het vlak T. 






s 


Bew^B : Brengt men door A B 


/ " 




/ 


een willekeurig vlak W aan, 
dan zal dit volgens N' 331 en 
330 de vlakken U en T volgen? 
twee evenwijdige rechten PE. 


B 

n, dus is ook 


rl!. 


340. 


L APR = 
LAQS = 


en QS snijden, dus ia 

L APR= L AQS, 

maar, omdat A B _l het vlak U 
is, moet 
= 1R 

= 1B. 
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176. Eigensohap 333. Alle punten van een van twee evenvdjdige 
vlakken hebben gelijke afstanden tot het andere. 

Gegeven : 




Fig. 341. 



Het vlak U||het vlak V. 

Uit A en C in IJ zyn lood- 
lynen op V getrokken, die dit 
vlak in B en D ontmoeten. 

Te bewiijzen: 

A B = C D. 

Bew^s: Omdat AB en CD 
beide J_ het vlak ü zyn, loepen 
zy volgens N' 314 evenwijdig. 

Dus kan men door deze rech- 
ten een vlak brengen, dat de vlakken U en V volgens AC en BD 
snyden zal. Maar dan is volgens N° 330 AC||BD en dus is vierhoek 
A B D C een parallelogram, zoodat A B = C D is. 

Eigenschap 884. Twee vlakken zijn evenwijdig , als drie willekeurige^ 
niet op één rechte gelegen^ punten van het eene vlak gelijke afstanden 
hebben tot het andere vlak. 

Gegeven : 

A, B, C, liggen in het vlak U; 
AAi, BB„ CC, zün ± het 
vlak V en ontmoeten het vlak 
V in A,, B,, C,. 

AAi=BB, = CC,. 

Te bewti'zen: 

Het vlak U 1 1 het vlak V. 




Bew^s: Omdat AA, en BB, 
loodrecht zyn op het vlak V, Fig. 342. 

en bovendien AA, ||BB, is vol- 
gens het gegevene, moet de rechte AB volgens N® 323 evenwijdig 
met het vlak V zyn. Maar dan is ook AB||A, Bj volgens N® 321. 
Evenzoo toont men aan, dat AC||A, C, is, zoodat nu twee snydende 
rechten in het vlak U evenwydig zyn met twee snijdende rechten in V, 
waaruit men volgens N® 329 besluit, dat het vlak U || het vlak V is. 

177.* Eigenschap 335. Alle rechten ^ die door een punt der ruimte 
evenwijdig met een gegeven vlak getrokken worden, Uggen in een plat 
vlak, dat evenunjdig is met het eerste. 

Gegeven: PQ, PR, PS zjjn || het vlak U. 

Te bewflzen: PQ, PR, PS liggen in één vlak, dat || het vlak U is. 




het vlak U ooi 
V II het vlak U. 



Bew^i : Laat men uit P de lood- 
Itfn PA op het vlak U neer en 
brengt men een vlak door F Q en 
PA, dan snUdt dit het vlak U 
volgens een rechte T L, die volgens 
'S* 820 II loopt met PQ, daar 
F Q 1 1 het vlak U is. Maar PA _L T L, 
dus is 

PAXPQ- 
Evenzoo toont men aan, dat 
PAxPKenPA.LPS, 

dus Uggen de rechten PQ, FR 

en F S volgens N' 310 in één vlak V, 

dat in P J_ P A staat. Aangezien 

is dus volgens N" 328 het vlak 



Tlrai^Btnkken. 

748. Bew(]s N" 329 ook indirect met toepassing van N" 320. 

749. Door een punt buiten een vlak kan één, maar ook niet meer 
dan één, vlak gebracht worden, dat evenwijdig loopt aan het eerste. 

H. B. Voor het bewijs trekke men uit het punt een loodiyn op het 
gegeven vlak. 

750. Als een vlak een van twee evenwijdige vlakken sn(jdt, snfjdt 
het ook het andere. 

761. Twee vlakken, die elk evenwijdig zlJn aan een derde, z(]n 
evenwijdig, 

752. Trekt men door een punt van een van twee evenwijdige vlakken 
een rechte, evenwijdig aan het andere vlak, dan hgt die rechte in 
het eerste vlak. 

753. Looot een rechte evenwiidiir met een van twee evenwilditre 
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andere vlak verbinden , is een vlak , dat in het midden van den afstand 
-dier vlakken evenwijdig aan beide gebracht wordt. 

757. De middens van de verbindingslijnen van elke twee willekeurige 
punten, die op twee kruisende rechten gelegen zjjn, liggen in een 
plat vlak, dat evenwijdig loopt aan die kruisende rechten. 

758. De projecties van twee evenwijdige HJnen op een zelfde vlak 
ztJn evenwijdig. 

759. De hoeken , die twee evenwydigen met een vlak vormen, zyn gelyk. 

760. Wanneer is de projectie van een rechthoek op een plat vlak 
«en rechthoek? 

761. "Wanneer is de projectie van een ruit op een plat vlak een ruit? 
N.B. Trek de diagonalen. 

762. De projecties van eenzelfde rechte op twee evenwijdige vlakken 
^tjn evenwijdig. 

763. De hoeken, die één rechte met twee evenwijdige vlakken 
Tormt, ziJn gelijk. 

764. Hoe construeert men een rechte, die door een gegeven punt 
^aat, een gegeven rechte kruist en evenwijdig is aan een gegeven vlak? 

765. ZiJn twee snijdende vlakken evenwijdig aan twee andere 
«niJdende vlakken, dan is de doorsnede van het eerste paar evenwijdig 
aan die van het tweede paar. 



HOOFDSTUK XXXII. 



TWEE WILLEKEURIGE VLAKKEN. TWEEVLAKSHOEK. 



178, Zijn twee -vlakken niet evenwijdig, dan hebben zU een recht» 
gemeen. Worden z\j nu door deze rechte heen niet verlengd, overigens 
echter tot üi het oneindige uitgebreid gedacht, dan noemt men d© 
aldus gevormde figuur een tweevlakshoek. 

De beide vlakken heeten de züden van den tweevlakshoek 
en de rechte, waarin deze elkander ontmoeten, heet de ribbe van 
den tweevlakshoek. 

Een tweevlakshoek wordt genoemd met vier letters, waarvan d& 
beide middelste by do libbe geplaatst zün, terwj]! elk der andere bjj 
een der vlakken zich bevindt, In flg. 344 spreekt men dus van den 
tweevlakeboek CABD of DAR C. 

Ten einde tweevlakshoeken op een eenvoudige wijze met elkander 
te vergelijken, heeft men een gewonen hoek geconstrueerd, die met 
den tweevlakshoek in nauw vorband staat. Deze wordt een stand- 
hoek van den tweevlakshoek genoemd en verkregen door m één 
punt der ribbe in elk der vlakken een loodlijn 
op die ribbe te trekken. Is dus in flg. 344 
PQXAB en PRJ_AB, terwijl PQ m het 
vlak BA O, PR in het vlak BAD hgt, dan is 
LQPR een standhoek. Men ziet in verband 
met N" 306 onmiddellijk in , dat de grootte van 
een standhoek onafhankelijk is van de plaata 
van het punt P. 

Verder wordt het vlak QPR, waarin een 
standhoek gelegen is, een standvlak van 
den tweevlakshoek genoemd. 

Omdat ABXPQ en ABJ_PIl is, zal ABX 

het vlak QPR zijn , dus de ribbe is loodrecht op een 

standvlak en hieruit volgt dan weder dat all» 

m tweevlakshoek volgens N" 328 evenwijdig zijn, 




Fig. S44. 



standvlakken van t 
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179. Men noemt twee tweevlakshoeken gelyk, als zjj zoo- 
danig geplaatst kunnen worden, dat de beide z\Jden van den eenen 
met die van den anderen volkomen samenvallen. 

Om nu twee tweevlakshoeken en hunne standhoeken te vergelijken 
bewijzen w\) de eigenschappen: 

Eigenschap 886. Als twee tweevlakshoeken gelijk zijn, hebben zij 
gelijke standhoeken en omgekeerd, als de standhoeken van twee tioee- 
vlakshoeken gelijk zijn^ dan zijn die tweevlakshoeken gelijk. 

Gegeven: a -^/ 

Tweevlakshoek ABCD = 
Tweevlakshoek A, B, C, D, 

PQ_LBC 
in het vlak C B A , 

PR_LBC 
in het vlak CBD; 

P,Q,J.B,Ci 
in het vlak C, B, A, , 

Pj R| JL B| C| 
in het vlak C, Bj Dj. Fig. 

Te bewtjzen: L QPR= L Qi Pi Ri- 

Bew^s : Men kan steeds den tweevlakshoek AB CD zoodanig plaatsen , 
dat het punt P in P, , B C langs Bj Ci en eindelyk het vlak ABC 
langs het vlak A, B, C| valt, terwijl de vlakken D B C en D, Bj C, aan 
dezelfde z\Jde van het vlak A, B, C, liggen. "Wegens de gelijkheid der 
tweevlakshoeken moet dan ook het vlak D B C de ztjde Dj B, C, vol- 
komen bedekken. Maar nu moet PQ met P, Q, samenvallen, daar 
beide in hetzelfde vlak in het punt P, _L Bi C, staan en evenzoo 
moeten P R en P, Rj samenvallen. Dus is 

LQPR=LQ,PiR,. 

Bewijs van de omgekeerde eigenschap: 
Gegeven in fig. 345: 
P Q J_ B C in het vlak C B A , P R J_ B C in het vlak CBD, 

Pi Qi _L B, C, in het vlak Cj B, A^ , P, R, J» B, C, in het vlak C, B, D, , 

LQPR=LQiPiR,. 
Te bew^'zen: 

Tweevlakshoek A B C D^= Tweevlakshoek A, B, C, D,.. 
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Bewtjs: Men kan steeda LQFB zoodanig plaatGen, dat dez» 
LQiPrR| volkomen bedekt, zoodat de rechte P, Q, langs FQ en 
Pi R, langs F R komt. Daar B C _L het vlak Q P R en B, C, _L het 
vlak Q,P, R, is, zal dan volgens N* 312 BC ook met B, C, moeten 
samenvallen. 

Nu hebben de vlakken ABC en A,B,C, twee paren rechten, namel(]k 
BC en B,C,, PQ en T,Q, gemeen, zoodat zf] samenvallen moeten. 

Evenzoo bewijst men, dat de vlakken DBC en D, B, C, samen- 
vallen, dus is 

tweevlakshoek A B C D = tweevlakshoek A, B, C, D,. 

EigenBohap 837. Als tmee tweeelakthoeken ongelijk zijn . dan behoort 
bij den grootsten tweevlakshoek ook de grootste standhoek, en omgekeerd. 

WH zullen hier alleen het eer 




Tweevlakshoek A B C D > 
tweevlakshoek A, B, C, D^. 
PQXBC, PB_LBC; 

P, q, J_B, C,,P, E, _LB, O,. 
Te bewezen: 
LQPR> LQ. P, R,. 

Bew^s: Omdat tweevlaks- 
hoek ABCD> tweevlaks- 
hoek A,B,CiD, is,kanmea 
steeds een vlak £ B C aan- 



gebracht denken, zoodanig, dat 

tweevlakshoek A B C Ë = 



tweevlakshoek A, B, Cj D, 

is , terwül dan dit vlak E B C tusschen de vlakken ABC en D B C 
liggen moet. Wanneer nu PS de doorsnede is van het vlak EBC 
met het standvlak QPR, dan is BC_LPS, omdat BC_L het vlak 
Q P E is ; dus is L Q P S de standhoek van den tweevlakshoek A B C E. 
Volgens de vorige stelling is nu 

LQPS=LQiP, Ri- 
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Eigenschap 338. AU twee tweevlakshoeken ongelijk zijn y verhouden 
zij zich ah hunne standhoeken. 

Het bewys van deze eigenschap wordt geleverd door de verhouding 
der tweevlakshoeken te bepalen, waarbij dus twee gevallen onder-, 
scheiden moeten worden, nameltJk, dat de tweevlakshoeken een grootste 
gemeene maat hebben of niet. 

In het eerste geval wordt de grootste gemeene maat op de beide 
tweevlakshoeken afgemeten en aldus gemakkelyk hunne verhouding 
bepaald, terwyl de daardoor verkregen deelvlakken de standvlakken 
volgens rechten snijden, die de standhoeken in onderling gelyke doelen 
verdeelen, zoodanig, dat het aantal doelen in een standhoek gelflk is 
aan dat in den bybehoorenden tweevlakshoek. 

Men ziet hieruit , dat de methode van bewy s , die by de eigenschappen 
in de planimetrie toegepast is, hier volledig aangewend kan worden en 
hetzelfde geldt voor het geval, dat de tweevlakshoeken onderUng 
onmeetbaar zyn. Wij biy ven daarom niet langer b\j dit bewys stilstaan. 

180. De btl een tweevlakshoek behoorende standhoek levert nu 
een eenvoudig middel op om de grootte van den tweevlakshoek te 
beoordeelen. W\J noemen dus een tweevlakshoek scherp, 
recht, stomp, gestrekt, naarmate een standhoek scherp, recht, 
stomp, gestrekt is. 

Het belangrijkste geval is dat, waarin de standhoek recht is. Men 
zegt dan, dat de beide zyden van den tweevlakshoek loodrecht op- 
elkander staan en in het algemeen zegt men: Twee vlakken staan 
loodrecht op elkander, als een der vier tweevlakshoeken, die 
zy vormen, recht is. 

Eigenschap 339. Een vlak staat loodrecht op een ander, ah een, 
van beide een rechte bevat ^ die loodrecht staat op het andere. 

Gegeven: AB _L het vlak U, 
A B ligt in het vlak Y. 

Te bewijzen: Het vlak V _Lhet 
vlak U. 

Bewtjs: Men heeft slechts aan te 
toonen, dat een standhoek van de 
vlakken U en V recht is. Om dezen 
te construeeren merken wy op, dat 
AB in het vlak V loodrecht op de 
doorsnede P Q van de vlakken U en Y 
staat en dus een been van den stand- 
hoek is , terwyl het andere been door 

B in het vlak U_LPQ getrokken moet worden. Is dit BC, dan is 
L AB C = 1 R, omdat AB_Lhet vlak U is, dus is het vlak Y_Lhet vlak U. 




Fig. 347. 



Indien meo in flg. 347 Iet op den stand van het vlak U ten aanzien 
van V, dan kan men de vorige eigenschap ook aldus uitspreken : 

Een vlak (nameiyk U) staat loodrecht op een ander (V), als het lood' 
recht staat op een rechte (AB) van dat andere vlak. 

Eigensohap 840. AU tieee vlakken loodrecht op elkander staan, 

én men uit een willekeurig punt van het eene vlak in dit vlak een 

loodlljn op hunne snijUjn trekt, 

dan staat deze rechte loodrecht 

op het andere vlak. 

Het punt kan daarby in de door- 
snede der vlakken of daarbuiten 

..F\ ^ in het vlak V hggen; de methode 

van bewys bH(ft dezelfde. 

Gegeven: Het vlak V_Lhet 
vlak ü. 

Pligt in T; P Q is in het vlak V 
X A B getrokken. 
Fig. 848. Tebewtizen:PQ_LhetvlakU. 

Bew^s: Yolgens het gegevene 
Is PQ een been van een standhoek der vlakken U en V. Construeert 
men nu het tweede been QB van dien hoek, dan is, omdat het 
•vlak V_Lhet vlak U is, PQXQB en daar Pq_LAB is, zal dusook 
P Q _L het vlak TJ zi]n. 

Eigenacliap 841. -4/3 twee vlakken loodrecht op elkander staan en 
men trekt uU een punt in het eene vlak een loodlijn op hel andere, 
•dan ligt deze loodlijn in bet tweede vlak. 




Ook hier geldt omtrent de 1 
als bij de vorige eigenschap. 



rxp 



van het punt dezelfde opmerking 
Het vlak V_L het 




Gegeven ; 

vlak U. 
P ligt 



V; PQ_Lhet vlak U. 



Te bewezen; PQ ligt iu het 
vlak T. 

Bawgs: Onderstelt men, dat PQ 

niet in het vlak V lag , dan zou men 

toch steeds door P in hot vlak V een 

loodlijn PB op A B kunnen trekken 

Fig. 319- en deze zou dan volgens de vorige 

eigenschap X het vlak ü staan. Dan 

zouden echter uit P twee loodliiJnen op het vlak U getrokken kunnen 

■worden, wat tegen N' 315 of 312 strijdt. Dus hgt PQ in het vlak V. 



k~ 
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Eigensohap 342. Als twee vlakken loodrecht staan op hetzelfde 
vlak^ is hunne doorsnede ook loodrecht daarop. 

Gegeven : 

Het vlak V _L het vlak ü, 
het vlak W J_ bet vlak U. 

Te bewezen: 

P Q _L het vlak ü. 

Bewtjs : Indien men uit 
een punt van P Q , b.v. uit 
P, een loodiyn op het 
vlak U zou trekken, zou 
deze volgens N' 341 zoowel in het vlak V als in W moeten vallen, 
dus is PQ die loodlyn op U. 

181. Met behulp van het begrip van een standhoek van twee 
vlakken kan men nog een aantal stellingen bewijzen, die veel over- 
eenstemming vertoonen met eigenschappen in de planimetrie. Wy 
vermelden slechts de navolgende, die zonder nadere bepaling wel 
duideiyk zullen zyn. 

Eigenschap 343. Twee overstaande tweevlakshoeken zijn gelijk. 

G-egeven: de vlakken 

UU'enVV', V' 

die elkander 
volgens A B 
snyden. 

Te bewtjzen: 

Tweevlakshoek 
r A B ü' = T 
tweevlakshoek U 
VABÜ. 

Bew^s : Brengt men 
in een willekeurig puntC 
van AB een vlak S aan, 
dat loodrecht op AB staat, 
dan snijdt dit de vlakken 
TJ U' en V y volgens twee 

rechten TR en PQ, die beide loodrecht op AB staan. Nu zijn LPCR 
en L T C Q standhoeken der tweevlakshoeken Y' A B U' en U A B V 
en omdat die standhoeken gelijk zijn, moeten de tweevlakshoeken 
volgens N® 336 ook gelijk zijn. 




II. 



s 
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Eigenschap 344. AU twee evenwijdige vlakken door een derde ge^ 
sneden worden^ zijn ticee overeenkomstige hoeken gelijk. 

Gegeven: Het vlak U||het vlak V; het vlak W snydt U en V 
volgens AB en CD. 

Te bewtjzen: tweevlakshoek W A B U = tweevlakshoek WCDV. 

Bew^s : Omdat het vlak U 1 1 het vlak V is , zal volgens N*» 330 A B 1 1 C D 
loopen. Als men dus een vlak S aanbrengt, loodrecht op een dezer 




Fig. 352. 



rechten, zal het volgens N° 313 ook loodrecht op de andere staan. 
Dit vlak S snydt dus den tweevlakshoek W A B U volgens den stand- 
hoek L F Gr en den tweevlakshoek WCDV volgens den standhoek 
FIK. Maar F Gr is || IK, omdat deze rechten de doorsneden zfln van 
één vlak S met twee evenwijdige vlakken U en Y. Dus is 

LLFa=L FIK, 

d. w. z. de standhoek van den tweevlakshoek, tusschen de vlakken 
W en U gevormd, is geltjk aan dien, tusschen de vlakken W en V 
gevormd, dus zijn die tweevlakshoeken ook gelijk volgens N° 336. 

182. Eigenschap 345. Een standhoek van twee vlakken is het 
supplement van den hoek, gevormd door twee loodlijnen, uit éénpunt 
tusschen de zijden op deze neergelaten. 

Opmerking verdient hierby, dat, als men de loodlijnen door het punt, 
waaruit zy zijn neergelaten, verlengt, vier hoeken ontstaan, diegelflk 
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aan den standhoek van den tweevlakshoek of het supplement van 
dezen zyn. 

Gegeven : P ligt binnen den twee- 
vlakshoek ABCD. 

P Q _L het vlak D B C. 
P R I het vlak ABC. 




Te bewijzen: 

L R P Q + de standhoek van den 
tweevlakshoek A B C D = ISO"". 

Bewtjs: Om een standhoek van 
den tweevlakshoek ABCD te con- 
strueeren , brenge men een vlak door 

de loodlynen P Q en PR. Snydt dit vlak de rechte B C in S en ver- 
eenigt men S met de voetpunten R en Q der loodiynen uit P, dan 
is LRSQ een standhoek van den tweevlakshoek ABCD. Want, 
omdat P R _L het vlak A B C is, zal R P _l B C ziJn ; en omdat P Q _L het 
vlak D B C is, moet P Q _L B C zyn, derhalve is B C j_ het vlak R P Q 
en dus is B C j. de rechten SR en SQ, die in dit vlak liggen. 
Maar, daar PQ J_het vlak DBC is, zal PQ J_SQ ztjn, en evenzoo is 
PR_LSR, dus is volgens de planimetrie 

LRPQ+ LRSQ = 180^ 

183. Een standhoek van een tweevlakshoek kan ook op de navol- 
gende manier geconstrueerd worden, die 

dikwijls toepassing vindt. 

Zyn U en y de zUden, dan neme men 
een punt P aan in een dezer, b.v. in V, 
en late nu uit P twee loodltJnen neer, 
ééne in het vlak V_L A B en één e J_ het 
vlak U. Verbindt men nu de voetpunten 
Q en R dier loodlynen, dan is LPQB- 
een standhoek. Want PQ J,AB en PR J_het 
vlak U, dus is P R ook _L A B , zoodat 
AB_Lhet vlak PQRis of AB J_QR. PQ en 
QR zyn dus de beenen van een standhoek. 

184. Wanneer twee willekeurige kruisende rechten AB en CD ge- 
geven ziJn, dan kan men door een willekeurig punt van AB een 
rechte C' D' evenwijdig met C D trekken en door A B en C' D' een 
vlak VV' brengen, dat dan evenwijdig met CD loopt volgens N°319. 
Evenzoo kan men door CD een vlak WW' brengen, dat ||AB loopt 
en volgens deze constructie is dan het vlak W' 1 1 het vlak W W', 




Fig. 354. 
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brengen , dat 1 1 C D is met behulp van een rechte C' D' uit een wille- 
keurig punt P van AB evenwydig met CD getrokken. Projecteert 
men nu CD op dit vlak U volgens c d en snydt deze projectie A B 
in S, dan zal de loodiyn S T, in S op het vlak U opgericht, den 
afstand van de kruisende rechten AB en CD voorstellen. 



Vraagstukken. 

768. Bewtjs, dat de standhoek van twee vlakken kleiner is dan de 
hoek, dien het in een der vlakken gelegen been vormt met een wille- 
keurige rechte in het andere vlak. 

767. De standhoek van twee vlakken is grooter dan de hoek, dien 
een willekeurige rechte in het eene vlak vormt met hare projectie op 
het andere vlak. 

768. Als men een willekeurig punt projecteert op elk van twee 
snijdende vlakken, dan zullen de loodlynen, uit de projecties op de door- 
snede der vlakken neergelaten, deze doorsnede in hetzelfde punt treffen. 

769. Als door een rechte Z, die scheef hoekig op een gegeven vlak 
U staat, een vlak V gaat, dat loodrecht is op U, dan zal de doorsnede van 
de vlakken U en Y tevens de projectie van de rechte l op het vlak U zyn. 

770. Bewys, dat een rechte, die loodrecht staat op het vlak, dat 
den hoek tusschen twee gegeven vlakken halveert , gelyke hoeken met 
die vlakken maakt. 

771. Een rechte, die loodrecht staat op een van twee onderling 

« 

loodrechte vlakken, is evenwijdig aan het andere. 

772. Door een gegeven rechte in een gegeven vlak kan steeds één, maar 
ook niet meer dan één , vlak loodrecht op het eerste aangebracht worden. 

773. De afstand van twee kruisende rechten is de kortste van alle lynen, 
die een punt van de eene rechte met een punt van de andere verbindt. 

774. Als by de snijding van twee vlakken door een derde de snij- 
lijnen evenwijdig loopen en een paar overeenkomstige tweevlakshoeken 
gelijk zijn, dan moeten die vlakken evenwijdig zijn. 

775. Deelt men twee overeenkomstige tweevlakshoeken, die bij de 
snijding van twee evenwijdige vlakken door een derde ontstaan, 
middendoor, dan loopen de deelvlakken evenwijdig. 



Herhaling. 

776. Als de projectie van een vlakken vierhoek op een plat vlak 
een parallelogram is, dan is die vierhoek een parallelogram. 

777. Wanneer zullen twee snijdende vlakken van twee evenwijdige 
rechten gelijke stukken afsnijden? 
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778. Als twee rechten, elk in één Yan twee sn(jdende vlakken 
gelegen, evenwydig z^n, dan loopen zü evenwijdig aan de doorsnede 
dier vlakken. 

779. Als een rechte zich verplaatst, terwijl zlj steeds twee kruisende 
rechten snijdt en evenwjjdig aan een gegeven vlak blijft, danbeschrüft 
het midden van het deel der rechte, dat tusschen de kruisende Hjoen 
gelegen is, een rechte lijn. 

780. Een rechte van gegeven lengte wordt door een harer punten 
in dezelfde verhouding verdeeld, als hare projectie door de projectie 
van het aangenomen punt. 

781. De projectie van het zwaartepunt van een driehoek is het 
zwaartepunt van de projectie van den driehoek. 

782. Construeer een vlak door een gegeven liJn, dat loodrecht staat 
op een gegeven vlak. 

783. Van alle vlakken, die door een H]n gebracht worden, welke 
scheefhoekig op een gegeven vlak staat, vormt het vlak, dat loodrecht 
op het projec toerende vlak dier rechte staat, den kleinsten hoek met 
het gegeven vlak. 

78i. De projecties van twee gelijke rechten op een vlak zijn gelijk, 
als die rechten gelijke hoeken met het vlak vormen. 

785. De projectie van een rechte van onveranderlijke lengte op een 
vlak wordt kleiner, als de hoek, dien zij methet vlak vormt, grooter wordt. 

786. Wat weet men omtrent de plaats van een punt in de ruimte, 
als de projectie van het punt op een vlak gegeven is? 

787. Wat weet men omtrent de plaats van een rechte in de ruimte, 
als hare projectie op een plat vlak gegeven is? 

788. Trekt men door een punt buiten een vlak schuine Hjnen naar 
dat vlak, die gelijke hoeken met dat vlak vormen, dan hggen de 
snijpunten op een cirkel. 

789. Als een rechte met de zijden van een tweevlakshoek gelijke 
hoeken vormt, dan liggen de snijpunten van die rechte met de zijden 
op geiyken afstand van die zijden. 

790. Als een rechte met de zijden van een tweevlakshoek gelijke 
!^ken vormt, dan Uggen de snijpunten van die rechte met de zijden 

op gelijken afstand van de ribbe. 

791. Als drie rechten, die niet in één plat vlak gelegen zijn, elkander 
twee aan twee snjjden, moeten zü door één punt gaan. 

792. Gegeven een willekeurige tweevlakshoek. Men vraagt dezen 
zoodanig door een vlak te sneden, dat de twee snjjlijnen een rechten 
hoek vormen. 



HOOFDSTUK XXXIII. 



SNIJDING VAN DRIE "VLAKKEN. DRIEVLAKSHOEKEN. 



185. Ten opzichte van den onderlingen stand van drie vlakken 
kunnen de volgende gevallen onderscheiden worden: 

1*^. De drie vlakken zijn twee aan twee evenwijdig, Zy hebben dan 
geen enkel punt gemeen. 

2®. De drie vlakken snijden elkander volgens een enkele rechte, Z\j 
vormen dan een vlakkenbundel. Deze kan ook uit meer dan drie 
vlakken, die door één rechte gaan, samengesteld zyn. 

3®. Twee der vlakken U e/i V snijden elkander volgens een rechte P Q 
en het derde vlak kan dan op drie verschillende wözen aangebracht 
worden : 

a. Het derde vlak W loopt evenwijdig aan een der beide snijdende 
vlakken^ b. v, aan U. Volgens N° 330 zullen nu de twee evenwijdige 
vlakken U en W door het vlak V volgens evenwijdige rechten ge- 
sneden worden. 

b. Het derde vlak W loopt evenwijdig met P Q. Dan moeten de 
Qnyitjnen van W met U en V elk volgens N° 320 1 1 P Q zyn. 

De drie vlakken snyden elkander in dit geval dus twee aan twee 
volgens evenwijdige rechten. 

c. Het derde vlak W snijdt PQ in éénpunt^. 
Dan ligt S in elk der drie vlakken en dit punt 
zal dus ook tot de doorsnede van de vlakken 
U en W en tot de doorsnede van V en W 
moeten behooren. 

De drie vlakken snyden elkander derhalve 
volgens drie in één punt samenkomende rechten q^ 
SO, SQ, SR. 

186. De figuur, gevormd door drie vlakken, 
die één punt gemeen hebben en aan de zyde 
hunner snyiünen niet verlengd, maar overigens 
oneindig ver uitgebreid gedacht worden, heet drievlakshoek. 




Fig. 358. 
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Het snüpunt der vlakken heet de top (S), de sntjltjnen der vlakken, 
C twee aan twee genomen, heeten de 

ribben (SA, SB en SC). 

De hoeken, die in de drie vlakken, 
door elk paar ribben gevormd worden, 
heeten de zyden van den drie- 
vlakshoek (LBSC, LCSA en 
L ASB). 

Eindelijk worden de standhoeken 
van de tweevlakshoeken , door ieder 
paar der begrenzende vlakken ge- 
vormd,' de hoeken van den drie- 
vlak shoek genoemd. Is dus in 
fig. 360 PQ en PR L SB, dan noemt 
men L Q P R ©en hoek van den drie- 
vlak shoek. 

Een drievlakshoek wordt genoemd 
met vier letters , waarvan de eerste by 
den top en de drie overige elk by een 
der ribben geplaatst zyn, aldus: S ABC. 

De zyden en hoeken van een drie- 
vlakshoek te zamen heeten de ele- 
menten. 

187. Drie vlakken in hunne volledige 
uitgestrektheid vormen acht drievlaks- 
hoeken (fig. 361). ZtJn A A', B B', C C' 
de snUUjnen der vlakken, twee aan 

twee genomen , dan zün 

OABC, OAB'C, 
OA'BC, OA'B'C. 
OABC', OAB'C'. 
OA'BC', OA'B'C' 

deze acht drievlaka- 
hoeken. 

De elementen dezer 
acht figuren staan met 
elkander in nauw ver- 
band, zooals men ge- 
makkelijk voor elk wil- 
lekeurig gekozen paar 
by beschouwing der 
Fig. 361. figuur inziet. 




Fig. 360. 
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In het byzonder is dit het geval met de elementen der beide drievlaks 
hoeken , welke 

zoodanig gelegen ^ 

zijn, dat de ribben ^/ 

van den eenen de 
verlengden van 
die van den ande- 
ren zyn. Twee der- 
gelijke drievlaks- 
hoeken heeten 
tegengesteld 
(fig. 362). Men ziet 
gemakkelijk de 
juistheid der na- Yig, 362. 

volgende eigen- 
schap in: 

Eigenschap 346. Een drievlakshoek en de tegengestelde drievlaks^ 
hoek hebben de elementen twee aan twee gelijk. 

^■^88. Een andere drievlakshoek, die met een gegeven drievlakshoek 
S A B C in nauw verband staat , wordt verkregen door uit een punt S', 
daarbinnen gelegen, loodlijnen 
op de begrenzende vlakken van 
den drievlakshoek neer te laten. 

In fig. 363 stelle men zich 
dus voor, dat 

S'A'_Lhet vlak BSO, 
S'B'_Lhet vlak CSA, 
S'C' _L het vlak A S B 

is. De drievlakshoek, die ontstaat, 
indien men door deze drie lood: 
lijnen, twee aan twee genom( 
vlakken brengt, heet de pool- 
drievlakshoek of de sup- 
plementaire drievlaks- 
hoek van den oorspronkelijken. Men zegt ook wel, dat S'A'B'C' de 
pool figuur van SABC is. 

Eigenschap 347. De oorspronkelijke drievlakshoek is depooljiguur 
van den pooldrievlakshoek. 

Bewti's: (Zie fig. 363). Om dit aan te toonen, heeft men slechts te 
laten zien, dat de ribben van SABC loodrecht staan op de vlakken 
van S'A'B'C', dus b.v. dat SC_Lhet vlak A' S' B'. 




Pig. 363. 



) onderstel lint 

S' A' _L het 

S' B' _L het 

zooditt S C loodrecht staat 

Eigenschap 848. De • 

plementen der koeken aan 

Te bew^'zen in flg. 36 

Deze eigenschap is een oi 

op de vlakken A S C en E 

Opmerking : Daar vc 

S'A'B'C' is, zoo volgt ui 

drievlakshoek S A B B de 

hoek S'A'B'C' zUn, waai 

Eigenschap 349. De 

supplementen ran de zijdi 

Duidt men de zjjden \ 

aan, zoodat 

LBSC = ü 

dan is dus in drievlakshoi 

de stand 



en, indien men evenzoo d 

op SA, SB, SC voorkon 

LB'S'C' = 180°— A, L 

189. wy gaan nu over 

Eigenschap 350. De 

iê grooler dan de derde z 
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dus door optelling 

180^ <(LRPS+LSRP)4-(LSPQ4-LSQP) 

+ (LSQR+LSRQ), 
of 

180°< (180° — L R S P) + (180° — L P S Q) 4- (180° — L Q S R), 

dus 

LRSP4-LPSQ+LQSR< 360°. 

190. Uit de twee vorige eigenschappen, die op de zyden van een 
drievlakshoek betrekking hebben, kan men met behulp van den pool- 
drievlakshoek eigenschappen der hoeken afleiden. 

Duiden wy evenals in § 188 de z\Jden van den drievlakshoek door 
a, 6, c aan, dan zullen wj) die van den pooldrievlakshoek door ap,bp,Cp 
aangeven, zoodat dus in fig. 363 

LB'S'C' = ap, LC'S'A' = 6^, LA'S'B' = c^ 

is. Evenzoo stellen wy de hoeken dier figuren door A, B, C en Ap, B^, C^ 
voor, dan is volgens N° 350, indien men deze eigenschap op den 
pooldrievlakshoek toepast , 

Op -f" ^/> > <^p* 

Maar in verband met § 188 is 

a^=180° — A, 6^ = 180° — B, Cp = 180°— C, 



dus 
of 



180° — A4-180° — B> 180° - C, 

180° — A>B - C. 

Wy hebben hierdoor dus de navolgende eigenschap verkregen: 
Eigenschap 352. Het supplement van een der hoeken van een 
drievlakshoek is grooter dan het verschil der heide andere hoeken. 

Ter afleiding eener andere eigenschap van de hoeken van een drie- 
vlakshoek passen wtJ N® 351 op den pooldrievlakshoek toe, waardoor 
wy verkrygen 

ap + bp-]-Cp< 360°, 
en hieruit volgt dan 

(180° — A) + (180° — B) +(180° — C)< 360°, 
of 

A 4- B + C> 180°. 
dus in woorden: 

Eigenschap 353. De som der hoeken van een drievlakshoek is 
grooter dan een gestrekte hoek. 

De laatste eigenschap , die ook in de navolgende gedaante geschreven 
kan worden 

B + C > 180° — A 

voert ons tot een aanvulling van eigenschap 352, nameiyk 
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Eigenschap 854. Het supplement van een der hoeken van een drie- 
vlakahoek is kleiner dan de som der beide andere. 

191. De eigenschappen 350 en 351 vertoonen volkomen overeen- 
stemming met de by den driehoek voorkomende stelüngen. Hetzelfde 
geldt van de navolgende eigenschappen, die op de zyden en hoeken 
te zamen van één drievlakshoek betrekking hebben. En in het algemeen 
bestaat in menig opzicht, zooals ook in het volgende hoofdstuk nog 
blyken zal, overeenstemming tusschen den drievlakshoek in de ruimte 
en den driehoek in het platte vlak. 

Eigenschap 855. Als een drievlakshoek twee gelijke zijden heeft, 
dan zijn de hoeken^ die aan de derde zijde liggen^ gelijk. 

Gegeven: A 

LBSA=LCSA. 

Te bewijzen: 

Een standhoek op S C = een stand- 
hoek op SB. 

Bewijs: Wy construeeren stand- 
hoeken op S C en S B volgens § 183 
en kiezen daartoe een willekeurig punt o 
P op SA, waaruit wy loodiynenPQ, 
P T en P R op S C, S B en het vlak 
CSB neerlaten. Dan zyn de hoeken 
PQR en PTR de standhoeken op 
S C en S B. 

Nu is 

APSQ^APST, 

want zy hebben P S gemeen en verder is 

LPSQ=LPST 

volgens het onderstelde en 




Fig. 366. 



Dus is 
Maar dan is 



L P Q S = L P T S = 90°. 

PQ = PT. 

A PQR^ A PTR, 
omdat ziJ P R gemeen hebben en bovendien 

PQ = PT, LPRQ=LPRT = 

LPTR=LPQR, 
dus de standhoek op S B = dien op S C. 



is. Derhalve 



90' 



Op dezelfde wijze bewijst men het omgekeerde dezer stelling: 
Eigenaoliap 866. Ah een drievlakshoek twee gelijke hoeken heeft, 

ilan zijn de sijden, die daarover gelegen zijn, gelijk. 
Eigenschap 857. In een drievlakshoek ligt over een grootere zijde 

een grootere hoek. 




Gege- 



; L ASC> LASB 



Te bew^xen: 

Een standhoek op S B > 
een standhoek op SC. 

BewtJB : Volgens bet ondersteld© 
kan men in het vlak A S C en 
binnen den hoek ASC een rechte 
SB' trekken, zóó dat 



L ASB 



. ASB 



Pig. 367. 



Als nu een vlak door SB en SB' 
gebracht wordt, ontstaan twee 
drievlakshoeken S ABB' en SBB'C 



(1> 



zoodat 



in drievlakshoek 8ABB' de standhoek op SB'^dien op i 

De eerste dezer standboeken is -echter het supplement van den 
standhoek op SB' in den drie vla lts hoek SBB'C; dus is volgens N* 352 
de standhoek op SB' in S A B B' > de standhoek op S C — 

den standhoek op SB in SBB'C. 
In verband met {!) is dus ook 
de standhoek op SB in S A B B' > de standhoek op S C — 

den standhoek op SB in SBB'C, 
of, als men den laatsten term naar het eerste lid overbrengt, 
de som der standboeken «p SB m S A B B' en S B B' C > 

de standhoek op S C, 
of ten slotte 
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Vraagstukken. 

793. Bewijs N® 351 ook door by een drievlakshoek S A B C een der 
ribben, b. v. SA, te verlengen aan de zyde van S en op den nieuwen 
drievlakshoek S A' B C N" 350 töe te passen. 

794. Als twee zyden van een drievlakshoek recht zyn, dan zyn de 
overstaande hoeken ook recht en de derde ztjde is geiyk aan den 
derden hoek. 

795. Kunnen de zyden van een drievlakshoek zfln 100°, 120° en 
140°? of 80°, 170° en 70°? 

796. Een plat vlak, dat gelflke stukken van de ribben van een ge- 
lykzydigen drievlakshoek afsnijdt, snijdt de drie zijden volgens een 
gelijkzijdigen driehoek. 

797. Als de drie zijden van een drievlakshoek recht zijn en door 
een vlak volgens een driehoek gesneden worden, waarvan de zijden 

1/89, 2 v/41 en 5V/5 zijn, bepaal dan de stukken, die dat vlak van de 
ribben afsnijdt. 

798. Zijn de drie zijden van een drievlakshoek recht en wordt de 
top op een willekeurig snijdend vlak geprojecteerd, dan is die projectie 
het hoogtepunt van den driehoek, volgens welken de zijden van den 
drievlakshoek door het vlak gesneden worden. 

799. Een drievlakshoek heeft drie rechte hoeken. Bewijs, dat geen 
enkel vlak de drie zijden volgens een rechthoekigen driehoek snijden kan. 

800. De hoek , dien een ribbe van een diievlakshoek met de niet aan 
die ribbe gelegen (overstaande) zijde vormt, is grooter dan de helft 
van het verschil tusschen de som der beide aan die ribbe gelegen 
zijden en de derde zijde. 

801. De som der hoeken, die de ribben van een drievlakshoek met 
de overstaande zijden vormen, is kleiner dan de som der zijden en 
grooter dan hare halve som. 

802. Als twee drievlakshoeken een zijde gemeen hebben en de eene 
drievlakshoek door den anderen omsloten wordt, dan is de som van 
de twee andere zijden biJ den eersten kleiner dan biJ den tweeden. 

803. In een geiykbeenigen drievlakshoek deelt het vlak, dat door 
de over de basis gelegen ribbe loodrecht op het overstaande zijvlak 
gebracht wordt, dit zijvlak middendoor. 

^ 804. Kan een drievlakshoek met zijn pooldrievlakshoek in de zijden 
en in de hoeken overeenstemmen? 

805. Bewijs N^ 353 door gebruik te maken van vraagstuk 767 en 
zonder den pooldrievlakshoek te hulp te nemen. 

806. Elk standvlak op één der ribben van een rechthoekigen drie- 
vlakshoek snijdt deze figuur volgens een rechthoekigen driehoek. 




HOOFDSTUK XXXIV. 



ÖKLIJK- EN GELIJKVORMIGHEID VAN DRIEVLAKSHOEKEN. 

192. Men noemt twee diievlakshoeken geiyb- en gelijkvormig, , 
alB alle elementen van den eenen getljk z^jn aan de overeenkom etige 
elementen van den anderen. 

Het ie duidelijk, dat tvree driev'akslioeken gelijk- en gelijkvormig 
zijn zullen, als de eene in de plaats van den anderen gesteld kan worden. 
Doch ook zonder dat dit laatste mogeljjk is, kan toch gelijkheid van 
de elementen voorkomen. Een voorbeeld vindt men hiervan bij een 
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de geiyke elementen in de beide figuren voorkomen. Beschouwt men 
beide van dezeltde zyde, b. v. binnen elk der drievlaksboeken staande 
naar den top S ziende, dan volgen de zijden CSB, BSA, ASC van 
den eenen in denzelfden zin, waarin de w^zera van een uurwerk zich 
bewegen, tenvül de daaraan gelijke zijden CSB', B'SA', A'SC' in 
tegengestelden zin op elkander volgen. 

Men ie nu gewoon bfj de gelijk- en gelijkvormigheid twee gevallen 
te onderscheiden, naarmate de gelijke elementen in dezelfde orde voor- 
komen Of in tegengestelde orde en duidt deze dan met de namen 
congruentie en symmetrie aan. 

Uit het voorgaande volgt dus onmiddellijk: 

Eigensohap 868. Een drievlakshoek en zijn tegengestelde zijn 
symmetrisch. 

Yerdei is duidelijk, dat elke drievlakshoek , die congruent is met 
den tegengestelden drievlakshoek, evenzeer symmetrisch met den oor- 
spronkelijken drievlakshoek ziJn moet en dat daarentegen een drie- 
vlakshoek, die symmetrisch is met den tegengestelden drievlakshoek, 
congruent is met den oorspronkeiyken. Hiervan maken wjj in het 
volge nde herhaaldelijk gebruik. 

BiJ het behandelen der gevallen van de gelijk- en gelijkvor- 
migheid heeft men telkens de onderstellingen, dat er overeenstemming 
of verschil in volgorde bj] de gelijke elementen bestaat, afzonderiijk 
te bespreken, 

HigensDhap 359. Ttcee drievlaksiweken zijn gelijk- en gelijkvormig 
(congruent of symmetrisch), als Iwee zijden en de ingesloten hoek van 
den eenen drievlakshoek gelijk zijn aan twee zijden en den ingesloten 
hoek van den anderen. 

Gegeven: L A'S'B' = 1_ ASB, L B'S' C'= L B SC, 
de standhoefc op S' B' =^ dien op S B. 

Te bewgzen: De drievlakshoek S'A'B'C' is congruent of symme- 
trisch met den drievlakshoek S A B C. 
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a. de volgorde der gelijke elementen is dezelfde, 

Bewjjs: Men toont gemakkelijk aan, dat de eene figuur met de 
andere tot samenvalling kan gebracht worden. Immers, indien' men 
S'A'B'C' zoodanig plaatst, dat S' in S, S' B' langs SB en het vlak 
A' S' B' op het vlak A S B valt, dan komt S' A' langs S A en het vlak 
B' S' C' op^ B S C te liggen wegens het gegevene en hieruit volgt dan 
evenzeer weder, dat S' C' langs S C moet komen. 

b, de volgorde der gelijke elementen is tegengesteld, 

Bewjjs: Construeert men den tegengestelden drievlakshoek S' A^B^C 





Fig. 370. 



van S'A'B'C' en duidt men de drievlakshoeken SA BC, S'A'B'C', 
S'A''B''C'' kortheidshalve door I, II, III aan, dan geldt het volgende; 

I en II hebben twee zyden met den ingesloten hoek gelyk, en de 
gelijke elementen hebben tegengestelde volgorde; 

III en II hebben alle elementen geiyk en de gelyke elementen 
hebben tegengestelde volgorde; 
dus 

I en III hebben twee zyden met den ingesloten hoek gelyk en de 
volgorde der gelyke elementen is dezelfde. 

Hieruit besluit men, dat I en III congruent zyn, maar III is sym- 
metrisch met II, dus is I ook symmetrisch met II. 

Op volkomen gelyke wyze behandelt men 

Sigensohap 360. Twee drievlakshoeken zijn gelijk- en gelijkvormig^ 
als een zijde met de heide aanliggende hoeken van den eenen gelijk 
zijn aan een zijde met de beide aanliggende hoeken van den anderen. 

Hiervan afwykend echter wordt het derde geval behandeld. 
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Eigenschap 361. Twee dnevlakahoeken zijn gelijk- en gelijkvormig, 
als de drie zijden van den eenen drievlakshoek gelijk zijn aan de drie 
zijden van den anderen. 

Wfl bespreken nu namelyk eerst het geval van symmetrie: 

Gegeven : L A S B = L A' S' B', 

L B S C = L B' S' C', 
L C S A = L C' S' A'. 

Te bewtjzen: De drievlakshoek SABO is symmetrisch of con- 
gruent met S' A' B' C'. 
a. de volgorde der gelijke elementen is tegengesteld. 
Bewtjs: Men kan altyd den drievlakshoek SABC 200 gedraaid 




S 4^' 




Fig. 371. 

denken, dat, terwtjl de opening van de beide drievlakshoeken naar 
dezelfde zyde gekeerd blyft, de ribben SB en S'B' aan tegengestelde 
kanten van de zyden A S C en A' S' C' komian te hggen en daarna die 
zijvlakken zoodanig plaatsen, dat zQ elkander volkomen bedekken. 
Men ziet dus gemakkelijk in , dat S C langs S' C' en S A langs S' A' 
moet vallen en dat het vlak BSO, dat gelijk is aan B' S' C', daar- 
mede dus de ribbe S'C' gemeen zal verkrygen, terwyl evenzoo de 
geiyke vlakken ASB en A'S'B' met de ribbe S'A' aan elkander 
zullen sluiten. S B verkr^gt den met S' B" aangeduiden stand. 

Brengt men nu een vlak door S'B' en S'B", dan ztjn twee gel\jk- 
beenige drievlakshoeken S'B'C'B" en S'B'A'B" ontstaan. Dus is 
volgens N® 355 

De standhoek op de ribbe S' B' in S' B' C' B" = 

dien op de ribbe S' B" in S' B' C' B" 
en 
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De standhoek op de ribbe S' B' in S' B' A' B" = 

dien op de ribbe S' B' in S' B' A' B', 
dus door optelling 

De standhoek op de ribbe S'B' in S'A'B'C' = 

dien op de ribbe S'B" in S'A'B^C', 

zoodat de eerste dezer standhoeken ook geiyk moet z^jn aan den stand- 
hoek op de ribbe SB in SABO. 

De gegeven drievlakshoeken hebben nu twee paren z^den met den 
ingesloten hoek gelijk, terw^l de gel\jke elementen in tegengestelde 
orde op elkander volgen, derhalve z\Jn z\j volgens N® 359 symmetrisch. 

b, de volgorde der gelijke elementen ie dezelfde. 

Bew^s: Duidt men evenals in fig. 370 de gegeven drievlakshoeken 
met I en n en den tegengestelden drievlakshoek van II met III aan, 
dan geldt het volgende: 

I en n hebben drie zyden gel\jk, en de geiyke elementen hebben 
dezelfde volgorde; 

II en ni hebben alle elementen gelyk, en de gel\jke elementen 
hebben tegengestelde volgorde; 
dus 

I en III hebben drie zyden gel\)k en de gel^ke elementen hebben 
tegengestelde volgorde. 

Volgens het geval a zyn de figuren I en III dus symmetrisch, 
en omdat II en III ook symmetrisch zyn, moeten I en II con- 
gruent zyn. 

Eigenschap 362. Twee drievlakshoeken zijn gelijk- en gelijkvormig^ 
als de drie hoeken van den eenen drievlakshoek gelijk zijn aan de drie 
hoeken van den anderen. 

Wy kunnen hier de gevallen van congruentie en symmetrie te 
zamen behandelen. Daartoe denken wy b\j eiken der gegeven drie- 
vlakshoeken de poolfiguur geconstrueerd. Duidt men nu de elementen 
van de gegeven drievlakshoeken met a, b, c; A, B, C en a', b\ c'; 
A', B', C' aan en die van de daarby behoorende poolfiguren met 
ap, bp, Cp'y Ap, Bp, Op en a'p, b'p, c'p; A'p, B'p, C'^, dan is gegeven: 

A = A', B = B', C = C', 

en uit de betrekkingen 

A + a^ = 180°, A' + a'p = 180^ 

B-\-f>p= 180°, B' -f V = 180°, 
C-f Cp = 180°, C'-fc/ = 180° 

o>p = a pj Op = o ƒ) , Cp = c p , 



volgt dus 



53 

zoodat de pooldrievlakshoeken in de drie zyden overeenstemmen en 
dus volgens het vorige geval ^ zyn. Maar dan hebben deze pool- 
figuren dus ook geiyke hoeken, d. i. de betrekkingen bestaan: 

A^ = A p , üp = B p , \jp = O p j 



en daar 



Ap-^a = 180°, A'p 4- a' = 180°, 
B;, + 6 = 180°, Bp' + 6' = 180°, 
C- + c = 180°, C/4-c'=180°, 



is dus ook 



zoodat de oorspronkelijke drievlakshoeken de drie ztJden gelyk hebben 

en dus volgens N" Söl^zfln. p i oJl 

194. Uit het vorige bltjkt nu de eigenschap ^ vuivuM*-^ 

Eigenschap 363. Een drievlakshoek is door drie zijner elementen 

benevens de volgorde, waarin deze voorkomen, volkomen bepaald. 
Het is dus mogel\jk een drievlakshoek te construeeren, als daarvan 

gegeven z^Jn : 

1°. twee zflden en de ingesloten hoek; 

2®. één zgde met de beide aanliggende hoeken; 

3^ de drie zyden; 

4°. de drie hoeken. 

Bovendien kan men ook een drievlakshoek construeeren, als 
gegeven z\Jn 

5®. twee zijden en een hoek over één dier zyden; 

6®. twee hoeken met een ztjde over één dier hoeken, of, op 

andere wflze uitgedrukt, een zyde met een aanhggenden en 

een overstaanden hoek. 

Hierby zy opgemerkt, dat het tweede, vierde en zesde geval door 
middel van den pooldrievlakshoek tot het eerste, derde en vflfde geval 
zich laten terugbrengen. 

Is b. V., om ons tot het zesde geval te bepalen, van een drievlaks- 
hoek SABC gegeven 

[_BSC = a, een standhoek op SB = B, die op SA = A, 

en denkt men den pooldrievlakshoek geconstrueerd, zoodat 

a4-A;, = 180°, B4-6p = 180°, A + ap=180° 

is, dan zQn van dezen dus A^, bp en Op bekend, d. z. twee z^den met 
een hoek over een dier zyden. Dus kunnen de elementen Cp, Bp, Ap 
volgens het vflfde geval geconstrueerd worden en de supplementen 
leveren dan de elementen C,b,a van den oorspronkeliJken drievlakshoek. 



Cottttructie can het eerste geeal. 




Gegeven : 
G-evraagd: 



c, A, 



Fig. 372. 



ZU S A B C de gevraagde dtóe- 
Tlakshoek. Men denkt de stand- 
hoeken C en B geconstrueerd vol 
gens § 1 83 door uit een willekeurig 
punt P van SA loodlMnen PQ, 
PT en PR op SC, SB en bet 
vlak B S C neer te laten en hare 
voetpunten Q, R en R, T te ver- 
binden. Daar SP willekeurig is, 
zyn van i S P Q bekend 
SP, L PSQ = 6, LPQS=1R, 



dus 2t)n PQ en SQ te conatraeeren. Evenzoo is in A PQR bekend: 

PQ, LPQR = C, LPEQ = 90°, 

dus zün F R en Q R te vinden. Van vierhoek S Q R T is bekend: 

LBSC = a, SQ, LSQR = 90°, QR en LSTR = 90°, 

dus kunnen T R en S T ge- 
construeerd worden, zoodat 
in A T P R twee zijden T R 
en PR, beoevens LTRPbe- 
kend z(jn , waardoor L ET P, 
d. i. de gevraagde hoek B 
gevonden kan worden. 

Evenzoo kan uit A P S T, 
waarin S T, SP of T F en 
LSTP bekend zijn, het 
zyvlak ASB=c gevonden 
worden. 

Dit deel der constructie is 
geheel in flg. 373 uitgevoerd. 

Hierin zjln de gegeven zij- 
vlakken a en 6 naast elkander 
in het vlak van teekening 
geconstrueerd, zoodat 
*''8-3'3- LBSC=a en LSCA=ft 

is. Uit een willekeurig punt P van SA is een loodH|n PQ op SC neer- 
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gelaten, zoodat deze na verlenging het eene been QR van den stand- 
hoek C oplevert. Hieraan is nu deze standhoek geconstrueerd. Beschrijft 
men daarna met P Q als straal een cirkelboog, die het tweede been 
van den standhoek in P„ snijdt en trekt men uit P« een loodlyn op 
het verlengde van PQ, die dit verlengde in R ontmoet, dan stelt 
A P«QR in fig. 373 den driehoek PQR van fig. 372 voor. 

Uit R is verder een loodlitjn RT op SB neergelaten en een rechte 
evenwijdig aan SB getrokken. Maakt men RP„' = RP„ en trekt men 
TP„', dan stelt A TRP«' in fig. 373 den driehoek TPR van fig. 372 
voor, zoodat de hoek B gevonden is. 

Verlengt men RT en beschrijft men om T een cirkel met den 
straal TP„', die het verlengde van RT in P' snijdt, dan is A SP'T 
in fig. 373 dezelfde als de driehoek S P T in fig. 372 en L P' S T is 
dus de gevraagde derde zijde van den drievlakshoek. 

Om L A te construeeren kan men dezelfde constructie toepassen, 
die wij voor L B aangaven, waarbij ^^^^ ^^^ beginne den gegeven 
standhoek te teekenen, door uit een punt van SB loodliJnen op SC 
en op het vlak ASO neer te laten of men kan, nu de drie zflden 
bekend ziJn, de bij het derde geval medegedeelde constructie toepassen. 

Opmerking: Daar in fig. 373 SP' = SP zfln moet, kan men de 
onbekende zijde ook bepalen, door, nadat R gevonden is, eenvoudig 
uit R een loodliJn RT op SB neer te laten en om S een cirkelboog 
met SP als straal te beschrijven. Het snijpunt van dezen cirkelboog 
met het verlengde van RT is dan P'. 

Constructie van het tweede geval. 

Gegeven: a, B, C 

Gevraagd: 6, c, A. 

Indien men weder onderstelt, dat SABC (fig. 372) de gevraagde 
drievlakshoek is, waarin evenals hierboven de standhoeken C en B 
geteekend zfln, dan is bekend in A PQR 

P R (wiUekeurig), LPQR = C, LPRQ = 1R, 

dus is Q R en P Q te vinden. Nu is in A P T R bekend 

PR, LPRT = 1R, LPTR = B, 

dus is T R en T P te construeeren. Van vierhoek S Q R T kent men nu 
LTSQ = a, LSTRen LSQR=1R, TRenQR, 

dus is deze bekend. Men kan daardoor S Q en S T vinden en weet 
nu van elk der driehoeken S T P en S Q P twee zijden en den inge- 
sloten rechten hoek. Zoodoende worden 

L ASB = c en L ASC = 6 
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bekend en het vraagstuk is nu tot het vorige teruggebracht, terwijl 
de derde standhoek ook kan geconstrueerd worden met behulp van 
het by het volgende geval medegedeelde. 

De constructie van é en c is in fig. 374 uitgevoerd. 

Hierin is het gegeven zyvlak a in het vlak van teekening gecon- 
strueerd, zoodat L B S C == a is. 

In de willekeurig op S B en S C aangenomen punten T' en Q' zfln 



R' 



^a 



R 




y 


fi 


Q 


Q' 







Fig. 374. 

loodiynen op SB en SC getrokken en hieraan zyn de gegeven stand- 
hoeken B en C uitgezet. Construeert men nu de rechthoekige drie- 
hoeken T P»'R' en Q'P«R" zoodanig, dat deze de rechthoekszyden 
R'P„' en RTn gelyk hebben, dan zyn de driehoeken TPR en QPR 
van fig. 372 gevonden en door P,/R' en PnR" te verlengen, tot deze 
rechten elkander sneden, heeft men ook het punt R van fig. 372 
bepaald. Trekt men dan R T en R Q loodrecht op S B en S C en maakt 



TP' = rP,' en QP = Q'P„, 
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Fig. 375. 



dan zullen A S T P' en A S Q P in fig. 374 de driehoeken S T P eri 
SQP van fig. 372 voorstellen, 
zoodat L P' S T gelijk is aan de 
gevraagde zflde c en L Q S P = 6. 

Constructie van het derde geval. 

Gegeven: a, b, c. 

Gevraagd: A, B, O. 

Is S A B C de gevraagde drie- 
vlakshoek, waarin PQenPR_LSA 
getrokken z^Jn , dan is van A S P R 
bekend : 

S P (willekeurig), L S P R = 90°, 
LPSR = 6, 

dus is P R en S R té vinden. Evenzoo kan uit A S P Q ook P Q en 
SQ geconstrueerd worden en eindelijk vindt men uit A SQR," waarin 
twee zyden SQ en SR en 
de ingesloten hoek bekend 
zyn, nog Q R. Nu zyn van 
A P Q R de drie z^'den be- 
kend en is dus L Q P R of 
A te vinden. 

Voor de uitvoering be- 
schouwe men fig. 376. 

Hierin zjjn de drie gege- 
ven zy vlakken c, a en 6 naast 
elkander in het vlak van tee- 
kening geconstrueerd , zoodat 

LASB = c, LBSC = a, 
L C S A' = fc • 

is. Men neme nu op SA en SA' -.-'''P'' 

de willekeurige maar gelijke 

stukken SP en S P' en richte 

in P en P' loodlynen op 

SA en SA' op, die SB en 

SC in R en Q snyden, dan 

stellen A S P R en S P' Q 

de driehoeken SPR en SPQ van fig. 375 voor. Beschrijft men nu 

uit R en Q cirkels met de stralen R P en Q P', die elkander in 

A„ snyden, dan zal LRA„Q de gevraagde standhoek op de ribbe 

SA zyn. 




Jl! 

Fig. 376. 
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Constnictte van het vijfde geval 

Gegeven: a, b, B. 

Gevraagd: c, A, C. 

Zij SABC de gevraagde drievlakshoek. Wtj construeeren nu den 
gegeven standhoek door uit een willekeurig punt P van de ribbe S C , 

die aan de twee ge- 
geven zijvlakken a en 
h gemeen is, loodltjnen 
PR, PQ en PT neer 
te laten op het vlak 
A S B en de ribben S B 
en SA en hetvoetpunt 
R met de beide andere 
voetpunten Q en T te 
verbinden. Nu zijn van 
A S P Q bekend 

SP (willekeurig), 
LSQP = 90° 
en LPSQ = a, 

waardoor P Q en S Q te 
vinden is. 
Van A P Q R zfln dan bekend 

PQ, LPQR = B, LPRQ = 90°, 

zoodat ook PR en RQ gevonden kunnen worden. 
Verder is van A S P T bekend 

SP, LPST = 6, LPTS = 90^ 

zoodat P T geconstrueerd kan worden en dus is nu uit 

P T, P R en L T R P = 90° 

ook RT te vinden, benevens de onbekende standhoek PTR. 

Ten slotte kan vierhoek S Q R T geheel geconstrueerd worden , daar 
men alle ztjden benevens de rechte hoeken LSQRen LSTR kent. 
Men verkrijgt dus de volgende constructie: 

Construeer in het vlak van teekening L CSB=a (fig. 378). 

Laat uit een willekeurig punt P van S C een loodlyn P Q op SB 
neer. Construeer aan het verlengde een hoek D Q E = B. Maak 
QF = QP en trek P'RJ_QD, dan is het punt R van fig. 377 ge- 
vonden. Maak verder L A S C = 6 en laat uit P de loodlyn P T op 
AS neer, waardoor A SPT van fig. 377 gevonden is. Beschrijf nu, 
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ten einde den driehoek PTR van fig. 377 te vinden, om P' een 
cirkel met den straal PT, die BD in T' snijdt, dan is RT' geiyk aan 
de rechte RT van fig. 377. Nu beschryve men om R met RT' als 
straal een cirkel en trekke uit S een raaklyn S A' daaraan , dan vormt 




Fig. 378. 



deze met SB een hoek, die gelijk is aan de onbekende zijde ASB 
van fig. 377. 

Opmerking: Uit de constructie blijkt, dat het aantal drievlaks- 
hoeken, dat aan de vraag voldoet, twee, een of nul kan bedragen, 
naar gelang van het aantal raaklijnen, dat men uit S aan den om R 
beschreven cirkel kan trekken. Hierop gaan wij hier echter niet verder in. 
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VraagrBtnkken. 

807, Bewys, dat het vlak, dat in een gellJkbeenigeo drievlakahoek 
den tweevlakshoek tegenover de basis middendoor deelt, die zUde lood- 
recht halveert. 

^808. Evenzoo, dat het vlak, dat door de over de basia liggende ribbe 
en de deelliJn der basis gebracht wordt, loodrecht op de basis staat 
en den tophoek halveert. 

Bew^s, dat twee rechthoekige drievlakshoeken congruent of 
symmetrisch z^jn, als een rechthoekaz|jde en de schuine zyde vanden 
eenen drlevlakshoek gelijk z^n aan de overeen komatige elementen van 



810. Bewys, dat het vlak, dat in een gel^kbeenigen drievlakshoek 
door de over de basis liggende ribbe loodrecht op de basis gebracht 
wordt, den tophoek halveert. 
f 811. Als twee drievlakshoeken twee zitden geiyk hebben en de 
ingesloten hoek by den eenen grooter is dan die b^ den anderen, dan 
is ook de derde zfjde van den eersten drievlakshoek grooter dan de 
derde zijde van den tweeden. 

812. Laat men uit een punt D van de ribbe TA van drievlakshoek 
T A B C een loodl^n op het vlak B T C neer, die dat vlak in E ont- 
moet, en verlengt men D E met een stuk E D' = E D, dan is drievlaks- 
hoek T B C D' symmetrisch met drievlakshoek T B C A. 
^813. Twee drievlakshoeken z^n congruent of symmetrisch, als zi) 
een zjjde en een daaraan liggenden hoek, benevens de som van de 
beide andere ztjden geiyk hebben. 

814. Construeer de onbekende elementen van een rechthoekigen 
drievlakshoek, als gegeven z^jn: 

a. de beide rechthoekszij den; 

h. een rechthoeksz^de en de schuine zijde; 

c. een rechthoek szij de met den aanliggenden hoek; 

i. een rechthoekszijde met den overliggenden hoek; 

e. de schuine zijde en een der aanliggende hoeken. 

815. Construeer een drievlakshoek, als gegeven zijn de basis, de 
sont der opstaande z|]den en de tophoek. 
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DE VEELVLAKSHOEK. 

195. De figuur, gevormd door de opeenvolgende snijding van een 
willekeurig aantal vlakken, die één punt gemeen hebben, wordt 
veelvlakshoek genoemd. Het gemeenschappeiyk punt heet top. 
De snylijnen van elke twee op- 
eenvolgende vlakken worden de 
ribben genoemd, terwyl de 
hoeken, die door de ribben in 
de begrenzende vlakken gevormd 
worden , de z fl d e n en de stand- 
hoeken tusschen elke twee op- 
eenvolgende vlakken de hoe- 
ken van den veelvlaks- 
hoek heeten. 

WiJ beschouwen in het vol- 
gende alleen veelvlakshoeken , 
in welke inspringende hoeken 
niet voorkomen. 

Elk vlak, dat door twee rib- 
ben gaat, die niet in één zyvlak gelegen zyn, heet diagonaalvla k. 

Evenals voor een veelhoek in de planimetrie bewijst men 

Eigenschap 364. Door één ribbe van een n-vlakshoek gaan n — 3 
diagonaalvlakken ; 

Eigenschap 365. Het geheele aantal diagonaalvlakken in een 
n-vlakshoek bedraagt ^n(n— 3); 

Eigenschap 366. De diagonaalvlakken j die door één ribbe van een 
n-vlakshoek gaan, verdeelen dezen in n — 2 drievlakshoeken. 

Aangezien de hoeken van deze drievlakshoeken te zamen de hoeken 
van den n-vlakshoek vormen, verkrygt men in verband met N® 353- 

Eigenschap 367. De som der hoeken van een n-vlakshoek is grooter 
dan {n—2) gestrekte hoeken, 

Wy voegen hieraan nog de twee navolgende eigenschappen toe: 




Fig. 379. 
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Eigensohap 368. Elke zijde van een n-vlakshoek is kleiner dan 
de som uan al de andere. 
Te bewtJEen: 

LASB<LBSC+L0SD4-LDSE+LESA. 

Bewtjs: Brengt men al de diagonaalvlakken aan, die door de ribbe 

jy SB gaan, dus de vlakken 

BSD en BS E, dan is 

in drievlakshoek SBAE: 
LASB< LBSE + 
LESA, 

in drievlakshoek SB DE: 
LBSE< LBSD + 
LDSE, 

in drievlakshoek SB CD: 

LBSD< LBSC + 

LCSD, 
B 
Fig. 380. en door optelling ontstaat 

de eigenschap, die bewezen 
moest worden, daar de ter weerszijden voorkomende termen LBSE-f- 
L B S D elkander opheffen. 

Eigensohap 369. De som der zijden van een n-vlakshoek is kleiner 
dan twee gestrekte hoeken. 
Bew^s: Brengt men een willekeurig vlak aan, dat de zyden vol- 
gens den veelhoek A B CD E snijdt , 
dan is elk hoekpunt van dezen 
veelhoek de top van een drie- 
vlakshoek. Past men nu in elk 
dezer drievlakshoeken N* 350 toe, 
dan heeft men: 

In ABEO: 
LEAB<L EAO + L OAB, 

In BCAO: 
L ABC<LABO+L OBC, 

In CD B O: 
LBCD < LBCO + LOCD, 

In DE CO: 
L CDE <L CDO + L ODE, 

In EADO: 
L DEA<L DEO + L OEA, 




Fig. 381. 
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dus door optelling: 

de som der hoeken van den veelhoek ABCDE 

< de som der basisboeken van de driehoeken, die O tot top hebben. 

Door nu op elk dezer laatste driehoeken de eigenschap toe te passen, 
die voor A O E A ligt opgesloten in de vergelijking 

LOEA+LOAE = 180°— LEOA, 

vindt men uit de vorige ongelijkheid: 

de som der hoeken van den vyf hoek ABCDE 

< 5 X 180° — de som der z\jden van den vyfvlakshoek. 

Derhalve in het algemeen 

(n — 2) 180° < n X 180° — de som der zyden van den n-vlakshoek 
en hieruit volgt 

de som der zyden van den w-vlakshoek < 2 X 180°. 

196. Men noemt twee veelvlakshoeken gelyk- en gelijk- 
vormig, als zy in alle elementen overeenstemmen. Hieruit volgt dan 
onmiddellijk, dat twee veelvlakshoeken congruent zullen zijn, indien 
zij door de diagonaalvlakken, die door één ribbe gaan , verdeeld worden 
in drievlakshoeken, die twee aan twee congruent zijn en op dezelfde 
wijze aan elkander sluiten. 

De gelijk- en gelijkvormigheid van veelvlakshoeken wordt verder 
op dezelfde wijze behandeld als die van veelhoeken in de planimetrie, 
zoodat wij niet langer hierbij zullen stilstaan. 



Vraagstnkkeu. 

817. De som der diagonaalvlakken van een viervlakshoek is kleiner 
dan de som en grooter dan de halve som der zijden. 

818. De som van de supplementen der hoeken van een n-vlakshoek 
is minder dan twee gestrekte hoeken. 

y^ 819. Men vraagt een viervlakshoek zoodanig door een plat vlak te 
snijden, dat de doorsnede een parallelogram is. 

820. Door hoeveel gegevens is een n-vlakshoek bepaald? Leid hieruit 
eenige gevallen van congruentie van twee n-vlakshoeken af. 

821. Bewijs, dat twee veelvlakshoeken congruent zijn, als zij drie 
zijden en de daardoor ingesloten tweevlakshoeken gelijk hebben, mits 
de gegevens in de beide figuren op dezelfde wijze aan elkander sluiten. 



HOOFDSTUK XXXVL 



MEETKUNDiaE PLAATSEN. 

197. In de planimetrie hebben w\J gezien, dat de aaneenschakeling 
van punten aanleiding geeft tot het ontstaan eener kromme, die een 
meetkundige plaats genoemd wordt, als elk harer punten eenbepaalde 
eigenschap bezit. Tevens zagen w\J, dat door een aaneenschakeling 
van rechten, die alle een zelfde eigenschap bezitten, een meetkundige 
plaats omhuld kan worden. 

In de stereometrie kunnen meetkundige plaatsen, zoowel uit punten, 
als uit rechten en uit vlakken opgebouwd worden. 

Wy zullen van de beide eerste soorten hier de belangrijkste behan- 
delen. Kortheidshalve toonen wy hierby slechts aan, dat alle punten 
der meetkundige plaats dezelfde eigenschap hebben, doch niet, dat 
alle punten daarbuiten die eigenschap ook niet bezitten. 

Allereerst doen wy opmerken, dat in de vorige hoofdstukken reeds 
eenige meetkundige plaatsen t«r sprake gekomen zyn, b. v. N® 299 
en N<^ 300. Verder geeft N<» 307 aanleiding tot 

Eigenschap 370. De meetkundige plaats der rechten, die een 
gegeven rechte snijden en evenwijdig hopen met een andere gegeven 
rechte, is een plat vlak, dat evenwijdig aan de laatstgenoemde rechte is. 

Evenzoo geeft N" 310 aanleiding tot 

Eigenschap 371. De meetkundige plaats der rechten, die door één 
punt gaan en loodrecht staan op een gegeven rechte, is een pUU vlak^ 
in daJt punt loodrecht op die rechte staande. 

Uit N» 333 volgt: 

Eigenschap 372. De meetkundige plaats der punten^ die gelijken 
afstand tot een vlak hebben^ bestaat uit twee vlakken ter weerszijden 
van het gegeven vlak evenwijdig daaraan gebracht; 

en eindelyk kan N® 335 ook aldus uitgesproken worden: 

Eigenschap 373. De meetkundige plaats der rechten, door éénpunt 
evenwijdig met een gegeven vlak getrokken^ is een vlak, door dat punt 
evenwijdig met het eerste gebracht. 

198. Wij gaan nu over tot eenige nieuwe meetkundige plaatsen: 
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Fig. 382. 



Eigenschap 874. De meetkundige plaats der punten^ die evenver 
van het eene uiteinde als van het andere uiteinde van een gegeven rechte 
verwijderd zijn, is een plat vlak, dat de verbindingslijn dier punten 
loodrecht halveert. 

Gegeven: AM = MB, 
Het vlak ü staat in M J_ A B. 
P is een willekeurig punt van ü. 

Te bewezen: PA = PB. 

Bewtjs: Trekt men PM, dan is 

APAM^APBM, 

waaruit de stelling pnmiddeimk 
volgt. 

Eigenschap 375. Ve meetkundige plaats der punten, waarvoor het 
verschil van de vierkanten der afstanden tot twee gegeven punten een 
standvastige waarde heeft, is een plat vlak, dat loodrecht staat op de 
verbindingslijn dier punten. 

Gegeven : ^^ 

Het vlak ü staat in C x -A. B. 
P ligt in U. 

Te bewezen : PA* — P B* is stand- ^ 

vastig voor alle pun- 
ten van ü. 

Bewtjs: Trekt men PC, dan zfln 
de driehoeken A P C en B P C recht- 
hoekig in C, derhalve 

A P* = A C* + C PS 
BP> = BC2 + CP*, 




Fig. 383. 



dus door aftrekking A P* — B P* = A C* — B C*, 

en dit geldt voor alle punten in het vlak U. 

199. Eigenschap 876. De meetkundige plaats der punten, die even ver 
van een van twee mllekeurige vlakken y als van het andere verwijderd 
zijn, is een vlak, dat den hoek tusschen die vlakken halveert. 

Gegeven: Het vlak W halveert den hoek tusschen U en V. 
P ligt in W; PQJLU, PRJ_V, Q en R liggen in U en V. 



.1 



Te bewezen: 

II. 



PQ = PR. 
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Bewijs: Brengt men een vlak door PQ en PR, dat de snüliJn AB 

van de drie vlakken in S ontmoet en ver- 
bindt men S met P, Q en R, dan is 
PQ_LAB, omdat AB in het vlak U Hgt, 
en PR_LAB, omdat AB in het vlak .V 
ligt; dus is AB_L het vlak QPRS en 
daarom is A B J_ Q S en op S P en SR. 
L Q S R is dus de standhoek van de vlak- 
ken U en V en L P S R die van de vlakken 
V en W en daar l^t vlak W den hoek tus- 
schen U en V halveert, is dus volgens 
N« 336 

LQSP=LRSP. 

Fig. 384. Nu zijn de AAPQS enPRS congruent, 

daar nog bovendien 

SP = SPen LPQS=LPRS = 1R 

is. Derhalve is P Q = P R. 

Eigenschap 377. De meetkundige plaats der punten^ tcelker 
afstanden tot twee gegeven vlakken een standvastige verhouding hebben^ 
is een plat vlak, dat door de doorsnede der gegeven vlakken gaat. 

Gegeven: De drie vlakken U, V, W 
hebben derechte AB gemeen. 

P en P, hggen in W, 
PQ en PiQi_LU, 
PR en P,RiJ_V, 

Q en Q, liggen in U, 
R en R| in V. 

Te bewtjzen: 

PQ:PR = P, Qi:PiR,. 

Bewtjs: Zyn S en Sj de snypunten van 
de vlakken QPR en Qi Pj R| met de ge- 
meenschappelijke snijlyn AB, dan is in 
N*^ 376 bevrezen, dat elk der hoeken QSP 
en Qi S, Pj den hoek tusschen de vlakken 
U en W voorstelt, zoodat L Q S P = L Qi Sj P, is. Dus is 

A Q S P co A Q, S, P, ( L S Q P = L S, Qi P, = 1 R), 
zoodat 

PQ:P, Q, = PS:P, S, 




Fig. 386.; 
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is. Evenzoo is ook 
derhalve 



A E S P 00 A Ri Sj P, , 



P R : Pi R, = P S : Pi Sj 
en uit beide evenredigheden volgt nu 

P Q : Pj Qj = P R : Pj R, of P Q : P R = Pj Q, : P, R,. 

200. Eigenschap 378. De meetkundige plaats der rechten, die 
door één punt gaan en gelijke hoeken vormen met twee redden^ bestaat 
uit twee platte vlakken, die de beide hoeken tusschen die rechten lood- 
recht halveeren. 

(Men zegt, dat een vlak een hoek loodrecht halveert, als dat vlak 
door de deellfln van dien hoek gaat en loodrecht op het vlak van den 
hoek staat)'. 

Bewtjs: Onderstellen wij, dat AB en C D de gegeven rechten ziJn, 
terwijl P het gegeven punt is. Wanneer nu P Q een rechte voorstelt, 
die gelijke hoeken vormt met AB en CD, dan zal PQ volgens § 164 
ook gelijke hoeken maken met twee rechten A' B' en C' D', die door 
P evenwijdig met AB en CD ge- 
trokken worden. 

Uit een willekeurig punt E van 
P Q trekke men nu de loodlijnen 
E F, E a en E H op C' D', A' B' 
en het vlak B' P D', dan is 

APEF^APEa, . 

(PE = PE, LEPF=LEPa en 
LEFP=LEaP = lR); 

dus is E F = E Gr. Dan is echter 





A EFH^ A EQH 

(EF = Ea, EH = EH en 

LEHF=LEHa=lR), 

zoodat H G- = H F is en daar deze 
rechten op PB' en PD' loodrecht 
staan, moet dus H liggen op de 
rechte in het vlak B' P D', die den Fig. 386. 

hoek B' P D' halveert. Daar ein- 
delijk EH_L het vlak B PD' getrokken is, zoo moet het vlak EPH, 
waarin PE ligt, volgens N^ 339 loodrecht op het vlak B'PD' staan 
en die vlakken moeten de standvastige rechte PH gemeen hebben. 

Alle rechten, door P getrokken, die gelijke hoeken vormen met 
A'B' en CD', liggen dus in een vlak, dat door de deellyn van een der 



hoeken tuaschen deze recliten loodrecht op haar vlak aangebracht -wordt, 
en hetzelfde zal dus ook gelden van de rechten, die door P getrokken 
worden en gelijke hoeken met A B en CD maken. 

Aangezien er eindelijk twee deeliynen van de hoeken, die door AB' 
«n CD' gevormd worden, bestaan, zal de gevraagde meetkundige 
plaats ook bestaan uit de twee vlakken, door die deellOnen loodrecht 
cp het vlak, dat door A'B' en CD' gaat, gebracht. 
/" Elgeneohap 879. De me.etkundige plaats der punten, die gelijke 
afstanden hebben tot twee elkander snijdende rechten, bestaat uittwee 
platte vlakken, die door de deellijnen van de hoeken tnsschen die 
rechten loodreclU op hun vlak aangebracht worden. 
Gegeven: LBAF=LCAP; het vlak ADE_L het vlak B AC, 
F ligt in het vlak AD E, PQ_LAB, PRJ_AC. 

Te bew^laen: PQ = PR. 

BewJ)»: Trekt men PS_L 
het vlak BAC, dan ligt deze 
rechte volgens N° 341 in het 
v)ak ADE, zoodat het voet- 
punt S in AD valt. Wan- 
neer men nu S Q en SR 
trekt, zyn deze rechten _L op 
A B en A C en omdat S ligt 
op de deeliyn van LBAC, 
ie dus SR = SQ. Nu is 




A PSE^ A FSQ 



(PS = PS, SR = 
derhalve PQ = FR. 



' h,5.'"= 



^>* Eigenaohap 380. De meetkujidige plaats der lijnen, die door éen 
punt gaan en gelijke hoeken vormen met twee platte vlakken, bestaat 
uit twee platte vlakken, die evenwijdig hopen met de vlakken, welke 
de tweeclakshoeken tusschen de gegeven vlakken halveeren. 

Bew^s: Zyn U en V de gegeven vlakken en P het gegeven punt, 
P Q een rechte , die met U en V gelijke hoeken maakt. Brengt men 
nu de vlakken U' en "V" door P aan, respectievelijk evenwijdig met 
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en dus is volgens de plani- 
metrie 

TR = TS. 

Alle punten van P Q 
liggen dus evenver van 
het vlak U' als van V', 
dus zal volgens N® 376 
P Q moeten liggen in het 
vlak, dat een der hoeken 
tusschen de vlakken U' en 
V' halveert. 

Opm.erkiiig: Men kan 
deze meetkundige plaats 
tot de vorige terugbren- 
gen door de volgende over- 
weging: Daar de hoek 
tusschen de rechte P Q en 
het vlak U volgens N" 318 
het complement is van den 
hoek tusschen P Q en een 
loodlijn l uit P op het vlak 

ü neergelaten ; daar, evenzoo de hoek tusschen P Q en V het complement 
is van dien tusschen PQ en de loodlyn m uit P op V neergelaten, 
zoo zal PQ met de vlakken U en V gelyke hoeken vormen, als PQ 
gelijke hoeken maakt met de rechten l en m. De meetkundige plaats 
der rechten , die , door P gaande , gelflke hoeken met U en V vormen, 
is dus dezelfde als die der rechten, welke door-P gaan en gelyke 
hoeken met l en m maken, -luq ^ Yli»-'*-^\y^^**'^^^ 




Fig. 388. 
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Vraagstukken. — Herhaling. 

822. De meetkundige plaats van de punten, die geUjke afstanden 
tot twee evenwydige vlakken hebben, is een vlak, dat evenwydig is 
met elk dier vlakken. 

/823. De meetkundige plaats van de punten, welker afstanden tot 
drie niet in één rechte gelegen punten geiyk zyn, is do rechte, die 
in het middelpunt van den cirkel, om den door die punten gevormden 
driehoek beschreven, loodrecht op het vlak van die punten wordt 
opgericht. 

/824. De drie vlakken, die de zyden van een driehoek loodrecht 
nalveeren, gaan door één ^^wnftJUyi» ^ 



/ 



/ 



Ö25. De meetkundige plaats yan de punten, wier afstanden tot de 
zijden van een drievlakshoek gelijk zjjn, is een rechte door den top 
van den drievlakshoek gaande, die gel^ke hoeken vormt met de drie 
zijden. 

• 826. De drie vlakken, die de tweevlakshoeken van een drievlaks- 
hoek halveeren, gaan door één rechte. 

827. Ben punt te construeeren , dat in een gegeven vlak ligt en 
geiyke afstanden tot drie ^gegeven punten heeft. 

828. Een punt te construeeren, dat in een gegeven vlak ligt en 
gelijke afstanden heeft tot drie vlakken. 

/ 829. Als drie vlakken elkander twee aan twee volgens evenwijdige 
rechten snjjden, dan hebben de drie vlakken, die de twee vlak shocken 
uaschen die vlakken halveeren, een rechte gemeen. 

X 830- Door een gegeven punt een rechte te construeeren, die geiyke 
hoeken vormt met drie gegeven rechten. 
"^ 831. Door een gegeven punt een rechte te construeeren, die geijjke 
hoeken vormt met drie gegeven vlakken. 

/ 832. De drie vlakken, die de zijvlakken van een drievlakshoek,^ 
loodrecht halveeren, gaan door één rechte. *^"" 

/ 833. De drie vlakken, die door de ribben van een drievlakslyak ', 
gaan en de overstaande zijden halveeren, gaan door één rechte. '^f^'Jj 
/834. De drie vlakken, die door de ribben van een drievlakshoek 
loodrecht op de overstaande zijden gebracht worden, gaan door één 
rechte. * 

N.B. Voor het bewijs brenge men door twee der ribben vlakken 
aan, die loodrecht op de overstaande zijvlakken staan, en construeere 
een hulpvlak loodrecht staande op de snijlijn dezer vlakken. In den 
driehoek, volgons welken dit hulpvlak de zijvlakken van den drie- 
vlakshoek snijdt, zijn dan door de sn^dlng van het hulpvlak met de 
twee eerstgenoemde vlakken twee hoogtelijnen ontstaan, enz. 

835. Een rechte te construeeren, die loodrecht is op een gegeven 
vlak en twee gegeven elkander kruisende rechten snijdt. 
^836. Twee overstaande hoekpunten van een parallelogram hebbeo 
gelijke afstanden tot een vlak, dat een der diagonalen bevat. 

X 837. De middens der zijden van een scheeven vierhoek zijn de hoek- 
punten van een parallelogram. 

(Een veelhoek heet scheef, als de hoekpunten niet in hetzelfde 
vlak hggen). 

j(638. De drie rechten, die de middens van de overstaande zijden en 
van de diagonalen van een scheeven vierhoek verbinden, gaan door 
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derd met viermaal het quadraat van de rechte, die de middens der 
diagonalen vereenigen. 

840. Als de diagonalen van een scheeven vierhoek elkander lood- 
recht kruisen, dan zjjn de sommen van de vierkanten van de twee 
paren overstaande zijden gelyk. 

^»841. Als de overstaande zyden van een scheeven vierhoek elkander 
twee aan twee loodrecht kruisen, dan 'zal hetzelfde van de diagonalen 
gelden. 

• 842. Het vlak, dat by een geiykbeenigen drievlakshoek den neven- 
hoek van den over de basis liggenden hoek halveert, snydt de basis 
volgens een rechte, die gelyke hoeken vormt met de in de basis ge- 
legen ribben van den drievlakshoek. 

843. Q-egeven twee vlakken U en Y en het vlak W, dat den hoek 
tusschen U en V middendoor deelt. Als een willekeurig vlak de drie 
vlakken volgens AB, AC en AD snfldt, dan zal L BAD in het 
algemeen niet geltjk zyn aan L D A C. Wanneer bestaat die gelijk- 
heid wel? 
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HOOFDSTUK XXXVII. 



HET PBISMA. 



201. In N" 325 ie bewezen, dat, als twee Tlakken evenw^dig loopeii 
met een zelfde rechte, hunne doorsnede ook daaraan evenwjjdig loopt. 
Denkt men zich nu een reeks van n-vlakken 1, 2, 3,...n, die alle 
evenwUdig aan een zelfde rechte loopen en bepaalt men de snUiyn van 
elke twee opeenvolgende vlakkön, terwyi men elk vlak niet buiten d» 
daarin gelegen BnjjUjnen verlengt, dan ontstaan evenwijdige snüHjnen 
en er wordt een deel der ruimte afgesneden, dat zich naar twee zjjdeQ 
tot in het oneiodige uitstrekt. 
Indien men nu nog twee evenwijdige vlakken aanbrengt, die d» 
n-snijlifnen der vlakken sneden, ontstaat 
een volkomen begrensd deel dei' ruimte, 
dat men prisma noemt (flg. 389). De 
z^vlakken van het lichaam, die gevormd 
worden door de n vlakken, die alle even- 
wijdig aan één rechte zi]n, heeten op- 
staande zilvlakken, terwyi de twee 
andere begrenzende vlakken grond- en 
bovenvlak genoemd worden. In fig. 389 
kan men dus A'B' CD' E'het grondvlak, 
A B C D E het bovenvlak noemen en 
Fiit 389 D E E' D' is een opstaand zyvlak. 

De snjjiynen der begrenzende vlakken 
heeten ribben van het lichaam, die der opstaande züvlakken 
heeten opstaande ribben. 

De som der opstaande zijvlakken wordt het zljdelingsch opper- 
vlak genoemd. De afetand tusschen het grondvlak en het bovenvlak 
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evenwijdige rechten gesneden. Dus is D E 1 1 D' E' en daar ook volgens 
het voorgaande D D' 1 1 E E' is D E E' D' een parallelogram. 

Eigenschap 382. Grond- en bovertvlak van een prisma zijn con- 
gruente veelhoeken. 

Bewtjs: Uit het vorige bewtJs volgt, dat DE||en = D'E' is. Dua 
zyn de zyden van het grondvlak en het bovenvlak twee aan twee 
gelyk en evenwijdig en wegens deze laatste eigenschap z^n dus ook 
de hoeken twee aan twee gelyk. 

202. Eigenschap 383. Twee evenwijdige doormeden van een prisma^ 
waarbij alle opstaande ribben gesneden worden, zijn congruent, 

Snfldt men namelyk een prisma door twee evenwijdige vlakken 
U en V, dan geldt voor de doorsneden hetzelfde als voor het grond- 
en het bovenvlak, omdat deze laatste ook willekeurige evenwijdige 
doorsneden ztjn. 

Onder de doorsneden van een prisma neemt de loodrechte door- 
snede, d. i. de doorsnede met een plat vlak, loodrecht op een der 
opstaande ribben staande, een belangrijke plaats in. 

De zyden eener loodrechte doorsnede staan alle loodrecht op elk 
der opstaande ribben. 

Eigenschap 384. Het zijdelingsch oppervlak van een prisma i» 
gelijk aan het product van den omtrek der loodrechte doorsnede met 

een der opstaande ribben. 

E' D' 
Gegeven : ^ 

Het vlak P Q R S U JL A A'. /\/ / ^c' 

Te bewqzen: 

Het z\Jdehngsch oppervlak = A A' X ^^^ 
omtrek van den veelhoek P Q R S U. 

Bewijs: Het zydelingsch oppervlak 
bestaat uit de som der parallelograms 
AA'B'B,BB'C'C enz. 

Nu is, als men de lengte van elke 
der opstaande ribben door / voorstelt. 




Opp. par. AA'B'B=AA'XPQ = 

B B' X Q R 
C C' X I^ S = 

DD'XSU 
: E E' X ü P 



rt f) 

n n 



B B' C' C : 

C C' D' D : 
D D' E' E : 
E E' A' A 



ZXQR, 
'XRS, 

ZXSU, 
ZXUP, 



\ 



dus door optelling 



het zijdeüngsch oppervlak = /(PQ-fQR-fRS + SU + UP). 



\ 
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Wanneer men in een prisma een snijvlak aanbrengt, dat alle op- 
staande ribben snfldt en niet evenwijdig loopt met het grondvlak, dan 
wordt het lichaam in twee afgeknotte prisma's verdeeld. 

203. Naar het aantal zyden van het grondvlak worden de prisma's 
onderscheiden in drie-, vier-, vyf-, enz. -zydige. Men spreekt echter 
ook van een driehoekig prisma. Fig. 389 en fig. 390 stellen dus 
vyfziJdige prisma's voor. 

Vereenigt men twee hoekpunten van het lichaam, die nog niet door 
een ribbe verbonden zjjn , dan ontstaan diagonalen , die in twee soorten 
verdeeld worden: 

1®. die, welke in de zijvlakken gelegen zyn; 

2®. die, welke niet in een zijvlak liggen. Deze laatste worden 
iichaams- of hoofddiagonalen genoemd. 

Een prisma heet recht als de op- 
j^ t staande ribben loodrecht op het grond- of 

het bovenvlak staan. 

Een prisma heet regelmatig, als 

C' het recht is en bovendien het grondvlak 

een willekeurige regelmatige veelhoek is. 

204. De belangrijkste figuur onder de 

prisma's is een prisma, dat een parallelo- 

gram tot grondvlak heeft. Het heet p a r a 1- 

lelopipedum en wordt door zes paral- 

lelograms, die twee aan twee congruent 

zijn, begrensd (fig. 391). 

Men ziet gemakkelijk in, dat eenparal- 
lelopipedum vier hchaamsdiagonalen bezit , 
die in fig. 392 de hoekpunten A en C', B en D', C en A', D en B' 
verbinden. 

Eigenschap 385. De hoofddiagonalen van een parallelopipedum 
gaan door één punt en deeUn elkander middendoor. 

Bewtjs: Letten wy voorloopig 
alleen op de diagonalen A' C en 
A C'. Daar A A' en C C' even- 
wijdig zijn, zullen die diago- 
nalen in één vlak liggen. Daar 
bovendien A A' = C C' is, zal door 
vereeniging van A met C en 
van A' met C' een parallelogram 
ontstaan, waarvan AC' en A'C 
diagonalen zyn. Dus deelt A'C 
de rechte AC' middendoor. 
Beschouwt men nu A'C en 




Fig. 391. 




Fig. 392. 
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B D', dan zullen deze opnieuw in één vlak liggen , omdat B C 1 1 A' D' 
is , zoodat wegens de gelijkheid van B C en A' D' ook B C D' A' een 
parallelogram wordt. Dus deelt D' B evenzeer A' C middendoor. 

Aldus besluit men, dat A'C door elke andere diagonaal middendoor 
gedeeld wordt. Alle diagonalen gaan nu door bet midden van A'C, 
d. i. zy gaan door één punt. * 

5. Indien een der opstaande ribben van een parallelopipedum 
loodrecht op het grondvlak staat, heet dat parallelopipedum recht en 
als bovendien het grondvlak een rechthoek is, dan heet de figuur 
rechthoekig. 

Een rechthoekig parallelopipedum wordt dus door zes rechthoeken 
begrensd. 

Eigenschap 386. De diagonalen van een rechthoekig parallelo^ 
pipedum zijn gelijk. 

Beschouwt men de diagonalen BD' 
en B'D. Deze zyn tevens diagonalen 
van het parallelogram, dat ontstaat door A^ 
DB en D'B' te trekken. Maar omdat 



is, zal 



B B' I het vlak A B C D 



BB' I BD 




2tjn, dus is het parallelogram BDD'B' 
een rechthoek, zoodat 

BD' = B'D ^ 

is. Fig. 393. 

Eigenschap 387. Het vierkant van een hoofddiagonaal van een 
rechthoekig parallelopipedum is gelijk aan de som van de vierkanten 
van drie in één hoekpunt samenkomende ribben. 

In fig. 393 is in den rechthoekigen driehoek BB'D 

B'D' = B'B* + BD*, 
•en in A B C D , die rechthoekig in C is , heeft men 

B D* = B C> + C D*, 
derhalve door substitutie in de vorige vergeiyking 

B' D* = B' B* + B C* + C D\ 
•of, daar CD^AB is, 

B' D» = B' B* + C B* + A B*. 

De drie in één hoekpunt uitkomende ribben van een rechthoekig 
parallelopipedum worden gewoonlyk met de benamingen lengte 
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breedte ea hoogte aangeduid, waarby het willekeurig is, welkoik 
naam men aan een bepaalde ribbe toekent. 

ZUn de drie in één hoekpunt samenkomende ribben van een recht- 
hoekig parallelopipedum geHJk, dan wordt het kubus genoemd. 

Volgens N** 387 bedrat^ de lengte van een lichaamsdiagonaal vao. 
den kubus aV'S, als a de lengte van elke ribbe voorstelt. 



Vraagstukken. 

8ii. Bew^s, dat de som der hoeken op do opstaande ribben vaa 
een n-zjjdig prisma geiyk ia aan n— 2 gestrekte hoeken. 

845. Hoeveel lichaam sdiagon alen kunnen in een zesz^dig prisma ge- 
trokken worden? Hoeveel in een n-zi]dig? ^j^ 
•846. Bewijs, dat een parallelopipedum rechthoekig is, als -de-éri©- 
diagonalen geluk z^jn. 

^847. In elk parallelopipedum is de som van de quadraten der hoofd- 
diagonalen geiyk aan de som der quadraten van alle ribben. 

848. Bepaal het oppervlak van een recht driezijdig prisma, waarvan 
de opstaande ribben 3 d.M, lang ziJn, terwjjl het grondvlak ztlden 
heeft van 7, 12 en 13 c.M. 

849. Bereken het oppervlak van een regelmatig twaalfeydig prisma ^ 
waarvan de zijde van het grondvlak 6 c.M. is, terwijl de opstaande 
ribben 2 d.M. lang zjjn. 

850. Het zydelingsch oppervlak van een afgeknot regelmatig prisma 
is gelijk aan het product van een zijde van het grondvlak met de- 
som der opstaande ribben. 

851. De rechte, die de zwaartepunten van het grond- en het boven- 
vlak van een afgeknot driezijdig prisma verbindt, loopt evenwijdig aan 
de opstaande ribben. 

852. Druk de lengte van de verbindingslijn der zwaartepunten van 
het grond- en het bovenvlak van een afgeknot driezijdig prisma uit 
in de lengten der opstaande ribben. 



HOOFDSTUK XXXVIII. 



DE PYRAMIDE. HET VIERVLAK. 



206. Een drievlakshoek en een veelvlakshoek begrenzen een deel 
der ruimte niet volkomen. Brengt men echter een vlak aan, dat alle 
ribben der figuur snydt, dan noemt men het daardoor en door de 
zyden van den drie- of veelvlakshoek begrensde deel der ruimte een 
pyramide. 

Deze ontstaat dus evenzeer, indien men een punt aanneemt buiten 
het vlak van een willekeurigen veelhoek en vervolgens door dat punt 
-en elke zyde van den veelhoek een vlak legt. 

Den top van den drie- of veelvlakshoek — of het punt buiten het 
vlak van den veelhoek aangenomen — noemt men ook den top der 
pyramide. De daarin uitkomende vlakken heeten de opstaande 
zijvlakken, terwyl het snijvlak van den drie- of veelvlakshoek — 
of de willekeurig aangenomen veelhoek — het grondvlak der pyra. 
mi de genoemd wordt. 

De som der opstaande zijvlakken heet weder het zijdelingsch 
oppervlak. 

By het noemen eener pyramide plaatst men by voorkeur de bö 
-den top geplaatste letter het eerst. 

207. Eigenschap 388. Evenwijdige doorsneden van een pyramide 
zijn gelijkvormige veelhoeken. 

Bewijs: Zy namelyk in fig. 394 
TAB CD een pyramide, die door twee 
ovenwtJdige vlakken gesneden wordt, 
zoodat PQRS qh pqrs de doorsneden 
zyn, dan moet bewezen worden, dat 
-deze veelhoeken gelijkvormig zyn. 

Nu zyn de doorsneden dier evenwijdige 
vlakken met één zyvlak evenwijdig vol- 
:gens N° 330, zoodat b. v. ^-rHQR en 
jt) j II P Q is. Dus volgt uit A T Q R 

jr:QR = T^:TQ, 
on uit A T P Q 

p j:PQ = T j:TQ, 




-f-nn. 



Fig. 394. 



78 



derhalve 



jr:QR=jt?j:PQ, 



waaruit blykt, dat de zyden der evenwijdige doorsneden twee aan 
twee evenredig zyn en wegens de evenwydigheid dier zyden zyn boven- 
dien de hoeken van die veelhoeken twee aan twee geiyk. Dus zyn die 
veelhoeken gelijkvormig. 

Eigenschap 389. De oppervlakken van eventvijdige doorsneden 
eener pyramide verhouden zich als de vierkanten van hare afstanden 
tot den top der pyramide. 

Gegeven : 

Het vlak PQRSU||het 
vlak p qr SU, 

Uit T is een loodiyn op de 
beide vlakken neergelaten, die 
deze respectievelijk in H en A 
snydt. 

Te bewQzen: 

Opp. PQRSU:Opp.j99r5M = 
T H» ; T h\ 

Bewijs: Volgens de vorige 
eigenschap is veelh. P Q R S U co 
veelh. p qrsuj dus verhouden 
hunne oppervlakken zich als de 
vierkanten van gelykstandige 
zyden (N« 201) of 




Fig. 395. 



Opp. P Q R S U : Opp. pqrsu = 'Pq^:pq^ . . (1). 

Maar omdat pqWPQ is , bestaat de evenredigheid 

PQ:pj = TP:Tj:). 

Brengt men nu een vlak door TA en TH, dan snydt dit de vlak- 
ken PQRSU en pqrsu volgens de evenw^digen P H en ph. Bus 
heeft men in A T P H 



en derhalve ook 



TP:T^ = TH:TA, 



FQ:pq = TB.:Th. 



In verband met (1) vindt men dus 

Opp. PQRSU: Opp. pqrsu = T'H.^:Th^. 
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208. De loodlyn, uit den top van een pyramide op het grondvlak 
neergelaten, heet de hoogtelyn of de hoogte der pyramide. 

Een pyramide heet regelmatig, als het grondvlak een regel- 
matige veelhoek is en de hoogtelyn haar voetpunt heeft in het mid- 
delpunt van dien veelhoek. 

Eigenschap 390. De zijvlakken van een regelmatige pyramide zijn 
congruente gelijkbeenige driehoeken* 

Bewtjs: Is namelyk de pyramide 
T A B C D E regelmatig, en O het mid- 
delpunt van het grondvlak, dus T O de 
hoogte, dan is 

/^ TOB^ A TOC 
(TO = TO, OB = OC, LTOB = 

LT0C = 1R); 

derhalve TB = TC. 

Evenzoo is T C = T D, enz. dus zyn 
de driehoeken T B C en T C D gelykbee- 
nig en congruent, omdat zy de drie 
zyden gelijk hebben. 

Daar de opstaande zyvlakken van 
een regelmatige pyramide congruente driehoeken zijn, zyn de hoogte- 
lynen dier driehoeken, uit den top der pyramide neergelaten, alle geliyk. 

De loodlijn in een zyvlak van oen regelmatige pyramide uit den top 
op een ribbe van het grondvlak neergelaten, noemt men het apothema 
der regelmatige pyramide. 

Eigenschap 391. Het zijdelingsch oppervlak pan een regelmatige 
pyramide is gelijk aan het halve product van het apothema met den 
omtrek van het grondvlak. m 

Bewgs : Trekt men uit T loodlynen 
Ta, Tb,,, op de zyden A B, BC... 
van het grondvlak, dan zyn deze lood- 
lijnen alle gelyk aan het apothema s. 
Dus is 

Opp. ATAB = iABXT-a = 

i^XAB, 

Opp. ATBC = JBCXT6 = - 

i 5 X ^ C> ®^^- 

dus door optelling: 

het zydelingsch oppervlak der regelmatige pyramide = 

J«(AB + BC + CD + DE + EA)=^sX omtrek grondvlak. 
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209. Sntjdt men een willekeurige pyramide door een vlak, dat 
€venvnjdig met het grondvlak loopt ^ dan wordt het lichaam verdeeld in 
-een kleinere pyramide en een afgeknotte pyramide. 

De opstaande zijvlakken van een afgeknotte pyramide zjjn trapezia 
•en de beide andere begrenzende vlakken, die grond- en boven vlak 
genoemd worden, zjjn volgens N® 388 gelijkvormige evenwijdig ge- 
plaatste veelhoeken. 

Gewoonlijk duidt men het grootste dezer twee vlakken met den 
naam grondvlak aan. In fig. 398 is dus de veelhoek ABGDE het 
^ondvlak der figuur. 

De afstand van het grond- en bovenvlak heet de hoogte der afge- 
knotte pyramide. 

Op dezelfde wijze, waarop uit een willekeurige pyramide een afge- 
knotte verkregen is, ontstaat uit een regelmatige pyramide een regel- 
matige afgeknotte pyramide en men bewijst gemakkelijk 

Eigenschap 392. De opstaande zijvlakken van een regelmatige 
-afgeknotte pyramide zijn congruente gelijkbeenige trapezia. 

De hoogtelijn van elk der trapezia wordt het apothema der 
regelmatige afgeknotte pyramide genoemd. 

Als laatste eigenschap bewijzen wy 

Eigenschap 393. Het z^delingsch oppervlak van een regelmatige 
-afgeknotte pyramide ie gelijk aan het halve product van het apothema 
met de som der omtrekken van grond- en bovenvlak. 

Bewijs: In fig. 398 is namelijk, 
e als men het apothema door s voorstelt, 

opp. trapezium AB ba = 

i«(AB + aJ), 

opp. trapezium B C c 6 = 

^ 5 (B C + 6 c), enz. 

U) en door optelling vindt men onmid- 
dellijk de stelling. 

210. De pyramiden en afgeknotte 

pyramiden worden naar het aantal 

zyden van het grondvlak in drie-, 

vier-, vijfzijdige enz. verdeeld. 

Tig. 394 stelt dus een vierzijdige pyramide, fig. 398 een regelmatige 

Afgeknotte vijfzy'dige pyramide voor. 

De eenvoudigste pyramide is de driezijdige, ook wel vier vlak ge. 
noemd. Zij wordt door vier willekeurige driehoeken begrensd, waarvan 
•elk als grondvlak beschouwd kan worden , terwijl dan het overliggende 
hoekpunt de top heet. De standhoeken op elk der ribben worden ook 
wel kortweg de hoeken van het viervlak genoemd. 




Fig. 398. 
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Eigenschap 394. De som der hoeken van een mertlak bedraagt 
meer dan twee gestrekte hoeken. 

Bewja: Beschouwt men elk der drie- n 

vlakshoeken , welker toppen in de hoek- 
punten A, B, C, D gelegen z^n, en duidt 
men kortheidshalve den standhoek op een 
■ibbe, b.v. op AC, door L AC aan.danis 
in drievlakahoek A B C D : 

L AB + L AC4-(_ AD> 18(f, 
n drievlakshoek B C D A : 

LBC+LBD+(_BA> 180°, 
drievlakshoek C D A B -. ^ 

LCD+LCA+LCB>^80^ 
in drievlakshoek DABC: '' 

LDA4-LDB+LDC> 180°. 
Telt men deze vergelijkiiigen op en neemt men daarby in acht, dat 
1_ AB en L B A beide den standhoek op de ribbe AB voorstellen, 
dan ontstaat 

2 X <^ö som der standhoeken op alle ribben > 4 X ^80°, 
en dus is 

de som der hoeken van het viervlak > 2 X 180"^ 
211. Een rechte, die een hoekpunt van een viervlak met het zwaartie- 
punt van het overstaande zijvlak verbindt, heet een zwaartelUn 
van het viervlak. 

Eigensohap 895. De vier ztoaartelijnen van een viervlak gaan door 
4én punt en verdeeten elkander in stukken, die zich verhouden als 1:3. 

Bewtis; Om de zwaari^eljin uit A te con- 
strueeren , doelen wj] C D en B D middendoor 
in M en N, verbinden B met M en O met N, 
welke rechten elkander in Z, sneden, dan is 
A Z, de verlangde zwaartelUn. Het zwaarte- 
punt van A A C D moet op de rechte AM C 
liggen en wel in Z], indien AZ, = 2Z,M; 
dan is B Z, een tweede zwaartel^n van het B 
viervlak en daar deze met AZ, m één vlak 
ABM ligt, zoo moeten AZ, en BZ, elkander 
sneden, b. v. in Z. Daar nu 

M Z, : A Zi = 1 ; 2 Fig. 400. 

en 

MZ,:BZ, = 1:2, 
zoo is 

MZ,:AZ, = MZ,:BZ,; 



derhalve ia Z, Z] || B A en hieruit volgt dan 

ZZ,;AZ=Z,Z,:AB 



Maar 
derhalve 



Z, Z, : A B = Z, M : A M = 1 : 
ZZ,;AZ = 1:3. 



Hiermede is dua bewezen, dat de zwaartel^n BZ, de andere, AZ,, 
an^dt in Z en wel zoodanig, dat 

Z Z, : A Z = 1 : 8. 

Maar hetzelfde zal van elke zwaarteiyn ten opzichte van AZ, gelden, 
dua gaan alle zwaarteltjnen door het punt Z. 

212. Staat in een viervlak een opstaande ribbe loodrecht op het 
grondvlak, dan heet het een recht viervlak. Twee der opstaande 
zUvlakken ata&n dan loodrecht op het grondvlak. 

Ia bovendien het grondvlak rechthoekig, zoodat drie in één hoek- 
punt aamenkomende ribben loodrecht op elkander ataan, dan heet het 
viervlak rechthoekig. 

Deze figuren hebben eenige eigenschappen, die veel overeenkomst 
vertoonen met die van den rechthoekigen driehoek. 

KigenBOhap 396, In een recAt viervlak U het grondvlak midden- 
evenredig tusscken het scheef hoekige opstaande zijvlak en zijn pro- 
jectie daarop. 

^ Gegeven : 

LDAB=LDAC=1R. 

A, ia bet voetpunt der loodlttn , uit A op 
het vlak D B C neergelaten. 

Te bevrqzen: 
AA, BC:AABC=AABC:ADBC. 

Bevrqa : Ten einde de hoogtellJnen van 
elkderdriehoeken A, BC, ABC en DBG 
teconstrueeren, is alleen noodigD metA, 
ta verbinden, DA, te verlengen, totdat 
zij B C in E sntldt en E met het punt A 
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dus behoeft men slechts te bewyzen 

Al E : A E = A E : D E. 

De juistheid van deze evenredigheid blijkt onmiddellijk uit het feit, 
dat A J^ A E rechthoekig is in A en dat A Aj loodrecht op de hypothe- 
nusa DE staat. 

Eigensohap 397. In een rechthoekig viervlak is de som van de vier- 
kanten der drie rechte zijvlakken gelijk a>an het vierkant van het 
schuine zijvlak. 

Gegeven in fig. 401: 

LDAB=LBAC=LBAC=1R. 

Aj is het voetpunt der loodl\Jn, uit A op het vlak D B C neergelaten. 
Te bewijzen: 

(A DBC)* = (A ABC)* + (A D AB)* + (A D AC)*. 

Bewijs: Volgens de vorige eigenschap is: 

( A A B O* = A A, B C X A D B C. 
Evenzoo is 

(ADAB)»= A AjDBX ADBC, 
(A D A O* = A Al C D X A D B C, 

en door optelling dezer vergelijkingen wordt het gestelde verkregen. 

pmerking: De vorige eigenschap is slechts een byzonder geval 
van een andere, die aldus luidt: 

Projecteert men een willekeurigen driehoek op drie onderling lood- 
rechte vlakken, dan is het vierkant van het oppervlak van den drie- 
hoek gelflk aan de som der vierkanten van de oppervlakken der pro- 
jecties. Voor het bewys vergelijke men de laatste vraagstukken van 
dit werk. 

213. Een viervlak is volkomen bepaald, als het grondvlak en de 
hgging van den top ten opzichte van het grondvlak gegeven zyn. Het 
eerste vereischt drie gegevens en voor het laatste zyn evenzeer drie 
gegevens noodig, — b. v. de drie standhoeken, die de opstaande zijvlak- 
ken met het grondvlak vormen — dus is een viervlak door 3 + 3 = 6 
onafhankelijke gegevens volkomen bepaald. 

De ribben en de hoeken van een viervlak worden de elementen 
van het viervlak genoemd. Hiertoe rekent men ook de hoeken, 
door elk paar ribben in een zijvlak gevormd. 

Twee viervlakken, die alle elementen gelgk hebben, noemt men 
weder geUJk en gelijkvormig. 

Van groot belang is het bfl de constructie van een viervlak uit zes 
gegevens te letten op de volgorde, waarin die gegevens voorkomen, zoo- 



84 

dat geenszins altyd twee viervlakken, die zes ouafhankelQke gegevens 
geiyk hebben, elkanders ruimte kunnen innemen. 

In het vervolg zullen wij echter aannemen, dat die overeenstemming 
in volgorde der gegevens bij twee viervlakken plaats heeft. Dan is het 
in het algemeen mogelQk, zooals w^ met enkele voorbeelden zullen 
aantoonen, indien nog de gelijkheid van zes elementen gegeven is, 
het eene viervlak zoo te plaatsen, dat het volkomen met het andere 
tot samenvalling komt. De viervlakken heeten dan congruent en 
deze betrekking wordt weder door het teeken ^ aangeduid. 

Men bewijst nu gemakkelijk door de figuren tot samenvalling te 
brengen : 

Eigensohap jB98. Twee viervlakken zijn congruent, als twee zij- 
vlakken van het eene congruent zijn met twee zijvlakken van het andere 
en de figuren bovendien de ingesloten standhoeken gelijk hebben. 

Eigenschap 399. Twee viervlakken zijn congruent, als een zijvlak 
van het eene congruent is met een zijvlak van het andere en de figuren 
bovendien de drie aanliggende standhoeken gelijk hebben. 

Men overtuige zich, dat in elk dezer gevallen inderdaad de gelijk- 
heid van zes elementen gegeven is. 

EindelJtJk bewezen wy: 

Eigensohap 400. Twee viervlakken zijn congruent, als de zes 
ribben van het eene viervlak gelijk zijn aan die van het andere. 

Gegeven: 

AB = a6, BC = 6c, 

AC = ac, AD=ad, 

f B D = 6 d, C D = c d. 

Te bewtjzen: 

Het viervlak ABCD^ 
het viervlak abcd. 

Fig. 402. Bewtjs: Uit de ge- 

lijkheid der ribben van 
de viervlakken volgt de congruentie der zijvlakken en hieruit volgt 
dan weder de gelijkheid der in die zijvlakken gelegen hoeken. Dus is 
b. V. A ABC^ A a6c, waaruit volgt 

LBAC=Liac, 
en evenzoo besluit men 

LBAD=L6ad, en LCAD=Lcad. 

Dus is de drievlakshoek ABCD ^ den drievlakshoek abcd (N® 361), 
waaruit dan volgt; dat 

de standhoek op AC = dien op ac. 
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Nu hebben de beide viervlakken de twee paren zflvlakken, namelyk 
AABC en /\ abc, AACDen A acd congruent en bovendien is 
de ingesloten standhoek in de figuren dezelfde. Dus z\jn de figuren 
volgens N® 398 congruent. 

214. Men noemt twee viervlakken gelijkvormig, als alle 
ribben van het eene viervlak evenredig zijn met die van het andere, 
terwijl bovendien weder de gelijkstandige ribben in de beide figuren 
op dezelfde wijze aan elkander sluiten. 

Eigenschap 401. In gelijkvormige viervlakken zijn de hoeken op 
twee gelijkstandige ribben gelijk. 

Gegeven: 

AB : aè = BC : ic = BD : &d = AC : ac = AD: ad = CD: cd. 
Te bewezen: De standhoek op AC=:dien op ac. 





Fig. 403. 



Bewijs: Uit het gegevene volgt onmiddellijk: 

A ABCoo Aabc, 

A ACD 00 A acd, 

AABDco t^abd, 
dus is 

LBAC=L6ac, LCAD = cad, LBAD=L6ad, 

zoodat volgens N® 361 

de drievlakshoek A B C D ^ den drievlakshoek abcd 

is, waaruit de eigenschap volgt. 

De verschillende gevallen van gelijkvormigheid van twee viervlakken 
worden zelden toegepast. Het merkwaardigste is het volgende: 
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Bigenaoliap 402. Twee viervlakkm zijn gelijkvorwig , alt vijf 
hoeken van het eene gelijk zijn aan vijf hoeken van het andere, nüte 
de volgorde der gelijke eUmenten in twee Jiguren overeenetemt. 

Deze eigenschap voert namelijk, omdat twee gelUkvormige vier- 
vlakken alle hoeken geHJk hebben, tot het besluit, dat door v^f 
hoeken van een viervlak de zesde hoek bepaald zijn moet, zoodat 
tusschen deze zes grootbeden, aUtoevrel hare som onbepaald is (N* 396), 
toch een betrekking bestaan moet. 

Gegeven: 
De standhoeken op AB, 
AC, AD, BC en BD 
zijn respectievel^k ge- 
lijk aan die op 
ab, ac, ad, bc eo td. 

Te bewijzen: 
AB:ai = AC:ac = 
AD:ad = BC:ftc = 
Bl>'.bd = CD:cd. 




Bew^s: De drievlaksboeken ABCD en abcd ziJn volgens N* 362 

congruent, omdat zü de drie hoeken gel^k hebben en dus zjjn de 
gel^jkstandige zijden dier drievlakshoeken ook gelijk, zoodat 

LBAC = L*ac 
ie. Evenzoo volgt uit de drievlakshoeken BCDA en bc da 

\_ABC=\_abc. 
Nu zlJn dus twee hoeken van A A B C gelijk aan twee hoeken van 
A flic, waaruit dan volgt 



zoodat de drievlakshoeken CDBA en cdba congruent ziJn volgens 
N" 360 (L ACB=Lac6, de standhoeken op BC en AC = die op 
bc en a c). Dus zijn do overige elementen dier drievlakshoeken gelijk , 
d. i. dus , 

1_ ACD= L acd, ]_BCD=]_bcd 

en de standhoek op CD = dieD op cd. 

Men ziet nu onmiddellijk in, dat de zijvlakken der twee viervlakken 
twee aan twee gelijkvormig ziJn, omdat zü telkens twee paren hoeken 
gelijk hebben en hieruit volgt dan de evenredigheid van alle ribben. 

Van de overige gevallen van gelijkvormigheid vermelden wjj 
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Bigensohap 403. Twee viervlakken zijn gelijkvormig, als twee 
zijvlakken van het eene gelijkvormig zijn met die van het andere en 
de viervlakken verder den ingesloten hoek gelijk hebben. 

Eigensohap 404. Twee viervlakken zijn gelijkvormig, als één zijvlak 
van het eene gelijkvormig is met een zijvlak van het andere en de vier- 
vlakken bovendien de drie aanliggende standhoeken gelijk hebben. 

Het bewfls wordt voor beide eigenschappen op dezelfde w^Jze ge- 
leverd. W\J geven hier in het kort het bewijs voor de eerste. 

Gegeven : 

A BCDgo a bed, 
AABDcoAaèd; 

de standhoek op BD 
= dien op bd. 

Te bewezen: 

De ribben der vier- 
vlakken zt)n twee aan 
twee evenredig. 

Bewtjs: Voor de Fig. 404. 

paren BC en 6c, CD 

en cd, BD en bd, AB en ab, AD en ad volgt dit onmiddellijk uit 
de gegeven gelijkvormigheid der twee paren zijvlakken. Er blijft dus 
nog slechts over te bewijzen, dat het paar AC en ac met een der 
vorige paren evenredig is. 

Wanneer men nu op DB een stuk DB' aftneet, dat gelijk is aan 
db en door B' een vlak aanbrengt, dat |{ het vlak ABC is, en dat 
DA en DC in A' en C' snijdt, dan besluit men gemakkelijk, dat 

ADB'A'^ Adba en ADB'C'^ H^dbc 

is, en wegens de gegeven gelijkheid der standhoeken op BD en 6d 
is dan het viervlak A' B' C' D ^ het viervlak abcd (N® 398), derhalve 

A'C' = ac (1) 

Maar wegens de evenwijdigheid der vlakken ABC en A'B'C', moet 
ook A'C'IIAC en A'B'IIAB loopen, dus 

A'C':AC = DA':DA = DB':DB 

of in verband met (1) en de constructie van het punt B' 

ac:AG = db:I)B. 



• Vraagstukken, 

853. Een scheeve pyramide heeft tot grondvlak een regelmatigen 
zeshoek, waarvan de zijde 2 dM. bedraagt. Het oppervlak eener door- 

• snede van deze pyramide met een vlak, dat evenw^dig aan het grond- 
vlak is, bedraagt 8 dM.* Bepaal de verhouding der deelen, waarin dit 
vlak de opstaande ribben verdeelt. 

8Ö4, Als een pyramide een regelmatigen veelhoek tot grondvlak 
I heeft en alle opstaande ribben gel^k zi)n, dan is die pyramide rege)- 

• , matig. Bewijs dit. 

855. Bewtfs, dat in een regelmatige pyramide de twee vlaksho eken, 
, die aan het grondvlak hggen, geiyk zt)n. Evenzoo voor de tweevlaks- 

hoeken tusechen elk paar opeenvolgende opstaande z^vlakken. 

856. Bepaal het geheele oppervlak van een regelmatige v^jfzljdige 
pyramide, waarvan alle ribben 4 cM. lang z^jn. 

857. Van een regelmatige zeaziJdige pyramide ia het geheele opper- 
t vlak ISVS dM'. Als de ribbe van het grondvlak 2 dM. bedraagt, ho6 

groot ia dan de hoogte? 

858. Een regelmatige pyramide, waarvan het grondvlak een regel- 
; matige achthoek met z^den van 4 cM. is, terwtjl de hoogte 12 cM. 

bedraagt, wordt op een derde van de hoogte, van den top af gere- 
kend, geaneden door een vlak evenwUdig met het grondvlak. Bepaal 
'.yj het zydelingsch oppervlak van de daardoor ontstane afgeknotte pyramide. 

jjy ^^ 859. Een afgeknotte pyramide wordt gesneden door een plat vlak 

i^ '^^ evenwijdig aan het grondvlak. Bewjjs, dat alle opstaande zijvlakken 

door dat vlak in dezelfde verhouding verdeeld worden. 
, JL— ^ ^^ '860. Een vlak wordt evenwijdig aan het grondvlak van een afge- 
knotte pyramide zoodanig aangebracht, dat het zjjdelingsoh oppervlak 
; in twee geHJke deelen verdeeld wordt. Bewijs, dat het oppervlak der 

', doorsnede van dat vlak met het lichaam geiyk is aan de halve som 

der oppervlakken van het grond- en het bovenvlak. 
._, 861. Bewija, dat een viervlak door een vlak, dat evenwijdig is met 
'. twee overstaande ribben (d. z. twee ribben, die geen eindpunt gemeen 

hebben) volgens een parallelogram gesneden wordt. 
^ 862. Welke bijzondere eigenschappen moet het viervlak in vraag- 
■ stuk 861 vertoonen, opdat de doorsnede een rechthoek, een ruit, een 

vierkant zij. 
■ _^ 863. Bepaal de lengte der zijden van het parallelogram in vraag- 
\ atuk. 861, indien de afstanden van het snijvlak tot de twee ribben, 

waaraan het evenwijdig loopt, zich verhouden als m:n, en de lengte 
dezer ribben respectievelijk a en i cM. bedraagt. 

864. De rechten, die de middens der overstaande ribben van een 
viervlak verbinden, gaan door één punt en deelen elkander middendoor. 
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865. Twee hoogtelijnen van een willekeurig vier vlak sn\jden elkan- 
der niet. 

1*^866. Als twee hoogtel\Jnen van een viervlak elkander sneden, geldt 
hetzelfde van de twee andere hoogteltjnen. 

867. Druk de lengte eener zwaartelijn van een viervlak in dejengte 

der ribben uit. "Z-?"^ iL/l'^l C' Vc' 

868. De som van de vierkanten der zwaaneq^n staat tot 
van de vierkanten op de ribben als 4:9. 

869. Het vlak, dat een tweevlakshoek van een viervlak middendoo 
deelt, verdeelt de overstaande ribbe in twee stukken, die evenredig^ 
zijn met de zy vlakken, die den tweevlakshoek begrenzen. 

870. Bewtjs , dat de oppervlakken van twee gelijkvormige viervlakken 
zich verhouden als de vierkanten van gelykstandige ribben. 

871. Bewijs, dat twee geiykstandige hoogtelijnen van twee gelijk- 
vormige viervlakken zich verhouden als twee gelflkstandige ribben. 






HOOFDSTUK XXXIX. 



VEELVLAKKEN IN HET ALGEMEEN. HET PRISMOIDE. 

215. Onder een veel vlak verstaat men een deel der ruimte, dat 
door een willekeurig aantal drie- of veelhoeken volkomen begrensd 
wordt. Men onderscheidt daaraan de zy vlakken, d. z. de begren- 
zende drie- of veelhoeken, de hoekpunten, d. z. de hoekpunten 
dezer zijvlakken, de ribben, d. z. de zyden van die drie- of veel- 
hoeken en eindelitJk de hoeken, d. z. de standhoeken tusschen elk 
paar aan elkander sluitende zyvlakken of de standhoeken op de ribbe. 

Eigenschap 405. Elk willekeurig veelvlak kan verdeeld worden in 
viervlakken, 

Bew\j8: Om die verdeeling te bewerkstelligen, kieze men een 
willekeurig punt P binnen het veelvlak en verbinde dit met al de 
hoekpunten. Daardoor wordt het veelvlak verdeeld in een aantal 
pyramiden, die alle P tot top en elk een zyvlak van het veelvlak 
tot grondvlak hebben. Daar nu elke veelzydige pyramide door de 
diagonalen in het grondvlak te trekken in driezydige pyramiden ver- 
deeld kan worden, blijkt dus ook de verdeeling van het geheele veel- 
vlak in driezjljdige pyramiden of viervlakken mogelyk. 

Omgekeerd kan elk veelvlakkig lichaam worden beschouwd als een 
samenstel van viervlakken. Hierby moeten echter twee gevallen 
onderscheiden worden. In de eerste plaats kunnen de viervlakken 
zoodanig worden samengevoegd, dat elk nieuw bijgevoegd viervlak 
met een zyvlak volkomen sluit op een driehoek van het lichaam, dat 
reeds verkregen is, zoodat drie hoekpunten samenvallen met drie 
hoekpunten van een voorgaand viervlak en slechts het vierde een 
nieuw hoekpunt van het lichaam oplevert. Zoodanige lichamen worden 
om hunne b^zondere eigenschappen, die wy zoo straks nader zullen 
leeren kennen, Eulersche veelvlakken genoemd. 

In de tweede plaats kan de aansluiting zoodanig plaats hebben, dat 
een of meer viervlakken niet volkomen met een zyvlak passen op 



91 



een reeds verkregen zijvlak, zoodat de ribben van het eene zflvlak 
die van het andere z\jvlak óf niet óf slechts gedeeltelijk bedekken. 

Eigenschap 406. In elk Eulersch veelvlak is de som van het 
aantal zijvlakken en het aantal hoekpunten twee meer dan het aantal 
ribben, (Stelling van Eulbr). 

Bew^B : In het volgende duiden wy voortdurend het aantal zijvlakken 
kortheidshalve door z, het aantal hoekpunten door h en het aantal 
ribben door r aan. 

Beschouwen wt| een willekeurig viervlak ABCD, dan is hiervoor 



derhalve 



z = 4:, A = 4, r = 6, 



^-f A = r + 2 



(1) 




Indien hiertegen nog een tweede viervlak geplaatst wordt, kunnen 
drie gevallen onderscheiden worden, die wt) afeonderltJk beschouwen: 

1'. Geen enkel zijvlak van het tweede 
viervlak BCDE valt in het verlengde 
van een der zijvlakken van het eerste 
viervlak ABCD. 

Dan vermeerdert het aantal zijvlak- 
ken met 2, want er komen drie 
nieuwe zijvlakken BC E, BDE en 
CD E by, maar het zyvlak BCD 
verdwynt. Het aantal hoekpunten 
vermeerdert met 1 (n.1. E) en het 
aantal ribben met 3, omdat drie van 
de zes ribben van het viervlak BCDE 
langs ribben van ABCD vallen. Dus 
is het eerste lid van de vergeiyking 

(1) met 2-|-l en het tweede met drie vermeerderd, zoodat ook biJ 
het nieuw gevormde hchaam de vergelijking (1) nog geldig ztJn zal. 

2^ Een zijvlak van het viervlak BCDE, b, v, BCE, valt in het 
verlengde van een zijvlak van ABCD. 

Dan is dus een vlakke vierhoek A B C E ontstaan en het zijvlak 
BCE draagt niet by tot vermeerdering van het aantal zijvlakken van 
het hchaam, zoodat z nu alleen met de zijvlakken BDE en CDE 
vermeerderd, maar met BC® verminderd, dus in het geheel met 1 
vermeerderd is. Het aantal hoekpunten is eveneens met 1 vermeerderd 
(E) en het aantal ribben met 2, want EB, E C en E D zijn er bijge- 
komen , maar B C kan niet langer als ribbe beschouwd worden. Het 
eerste hd van de vergelijking (1) is in dit geval met 1 + 1 en het 
tweede hd met 2 vermeerderd, zoodat ook nu nog bij het nieuw 
gevormde lichaam de vergelijking (1) geldig zijn zal. 
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S^. Tivee zijvlakken van het viervlak BODE vallen in de verlengden 
van twee zijvlakken van het viervlak A B C D , namelijk D C E vormt 
met A C D en B C E met ABC één vlak. 
Dan verandert het aantal zijvlakken, noch het aantal hoekpunten ^ 

noch het aantal ribben en de vergeiy- 
king (1) biyft dus geldig. 

Dezelfde onderscheiding in drie ge- 
vallen en dezelfde daarbtj gevonden be- 
sluiten blijven waar, indien men nu bj) 
het uit twee viervlakken bestaande 
Hchaam opnieuw een viervlak voegt en 
zoo voortdurend voortgaat. 

Dus geldt, de betrekking (1) voor elk 
Eulersch lichaam. 
Opmerking: Dat de stelling van Euler niet voor andere üchamea 
geldt, kan uit de onderstaande figuur blaken, die uit twee viervlakken 

bestaat, welke niet volledig met 
een zflvlak aan elkander sluiten. 
Hierin is 

z=7, A = 8, r=12 

en dus 

216. Twee willekeurige veel- 
vlakken worden gelijk en gelijk- 
vormig genoemd, als zy in vier- 
vlakken verdeeld kunnen worden» 
die twee aan twee gelyk en ge- 
lijkvormig ziJn en op dezelfde wijze- 
aan elkander sluiten. 
Twee veelvlakken heeten even- 
zoo gelijkvormig, als zü in viervlakken verdeeld kunnen worden , di& 
twee aan twee gelijkvormig zijn en op dezelfde wijze aan elkander sluiten. 
Uit deze bepalingen volgt, dat geiykstandige elementen van twe& 
gelijk- en gelijkvormige veelvlakken gelijk ziJn, terwijl gelijkstandige 
ribben van twee gelijkvormige veelvlakken evenredig moeten zijn. 

Verder zullen gelijkstandige tweevlakshoeken van gelijkvormige 
veelvlakken gelijk zyn. 

217. Tot een meer eigenaardige beschouwing omtrent gelijkvormige 
veelvlakken en gelijkvormige figuren in het algemeen, geraakt men 
door middel van de volgende eigenschap. 

• Eigenschap 407. Als men alle punten A, B, eener figuur 

met een willekeurig punt P verbindt en daarna op die rechten PA^ 




Fig. 407. 
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PB ... . stukken Pa, ?&,.... aanneemt, zoodot de verhoudingen 

PA PB 

- — , — T" alle dezelfde waarde hebben , dan zijn de figuren 

A B . . . . en ab , , . . gelijkvormig. 

Bewijs: In verband met het in de vorige § medegedeelde zal het 
voldoende z^jn aan te toonen, dat deze eigenschap waar is voor een 




Fig. 408. 



viervlak A B C D , waaruit de veelvlakken opgebouwd kunnen worden. 
Uit de evenredigheden 

Pa:PA = P6:PB = Pc:PC = P(i:PD 
volgt 

a6||AB, 6c||BC, ac||AC, enz. 
Dus is 

ai:AB = P6:PB = 6c:BC, 

«n op dezelfde wijze wordt de evenredigheid van elk tweetal paren 
ribben bewezen. 

Men noemt in het algemeen P het gelijkvormigheidspunt 
van de gelijkvormige figuren. Het heet een uitwendig gelykvormig- 
heidspunt, als de punten a, 6.... op de rechten PA, PB.... 
inwendig gelykvormigheidspunt, als ab.... op het verlengde van 
PA, PB aan de zyde van P gelegen zy n. 

Eigenschap 408. Twee gelijkvormige veelvlakken kunnen steeds 
zoodanig geplaatst worden, dat de verbindingslijnen van gelijkstandige 
hoekpunten door één punt gaan» 

Bew^s: Ten einde deze eigenschap te bewyzen, kiezen wy aller- 
eerst drie niet in één rechte gelegen hoekpunten A , B , C van 

het eene veelvlak met de geiykstandige hoekpunten a, 6, c... van 
het andere uit en plaatsen de gegeven figuren zoodanig, dat de zyden 
van A A B C evenwijdig met die van /\ ab c loopen. Dan kan 
gemakkeiyk bewezen worden, dat Aa, Bi en Cc door één punt 'S 
gaan, volgens de by N® 180 (Leerboek der planimetrie) gevolgde 
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methode. Z\jn verder B en d twee andere gel\jkstandige hoekpunten 
der veelvlakken, dan volgt uit de congruentie der viervlakken ABCD, 
abcd bU gel\)ke plaatsing dier figuren, dat AD en ad evenwijdig 
loopen en volgens dezelfde zooeven genoemde methode bew\jst men 
nu, dat ook Dd door dat punt S gaan moet. Op dezelfde w^jze toont 

men deze eigenschap voor elke andere ver- 
bindingsl^n van gel^kstandige punten aan. 

218. Een der merkwaardigste veelvlakken 
is het prismoïde . Dit lichaam wordt be- 
grensd door twee willekeurige drie- of veel- 




hoeken, die in evenwQdige vlakken gelegen 
z\|n en grond- en bovenvlak genoemd 
worden, terwjjlde opstaande zt| vlakken 
ontstaan door vlakken te brengen telkens door 
een z^jde van het grondvlak en een hoekpunt 
FIg. 409. van het bovenvlak en omgekeerd. 

Fig. 409 stelt zulk een lichaam voor, waar- 
van het grondvlak oen zeshoek en het bovenvlak een vierhoek is. De* 
opstaande zijvlakken zfju hier alle driehoeken, doch er kunnen ook 
trapezia daaronder voorkomen, zooals b. v. het geval z^jn zou, al» 
P Q met A B evenwfldig was. 



VraasTstnkken. 

872. Hoe groot is het aantal viervlakken, waarin volgens N® 405. 
een n-ztJdig prisma kan verdeeld worden? 

873. BewQs, dat twee prisma's gelijk en gelijkvormig z\jn, als drie 
in één hoekpunt samenkomende z^vlakken van het eene congruent, 
zijn met die van het andere en deze zijvlakken in de beide figuren op. 
dezelfde w^jze aan elkander sluiten. 

874. BewtJs, dat van een pyramide door een vlak, dat evenwijdig 
loopt met het grondvlak, een pyramide wordt afgesneden, die gelijk- 
vormig is met de oorspronkelijke. 

875. Teeken een prismoïde, waarvan het grondvlak een vierhoek^ 
het bovenvlak een driehoek is. Evenzoo een prismoïde, waarvan het 
grondvlak een zeshoek en het bovenvlak een driehoek is. 

876. Als het grond- en het bovenvlak van een prismoïde respectie- 
velijk een m- en een n-hoek zijn, die geen enkel paar zijden even- 
wijdig hebben, dan bedraagt het aantal opstaande z^vlakken m-\-n. 



HOOFDSTUK XL. 



DE INHOUD VAN HET PRISMA. 

219. Onder den inhoud van een lichaam verstaat men het 
deel der ruimte, door dat lichaam ingenomen. 

De bepaling van den inhoud van een lichaam is de vergel^)* 
king daarvan met een ander vast aangenomen lichaam, welks inhoud 
men inhoudseenheid noemt. 

Die vergelflking van inhouden van lichamen wordt het eenvoudigst 
uitgevoerd by rechthoekige parallelopipeda. Wy bewezen daartoe hierbtJ 
een ry van drie stellingen, die een volkomene overeenstemming ver- 
toonen met de eigenschappen , waardoor het in de planimetrie mogel^k 
werd, willekeurige rechthoeken met elkander te vergelijken. Om deze 
reden ztJn de bewtJzen slechts in zeer verkorten vorm erb;j gevoegd. 

Eigenschap 409. Thvee rechthoekige parallelopipeda met gelijke 
lengte y breedte en hoogte hébhen gelijken inhoud. 

Men bewast dit door aan te toonen, dat het eene lichaam de 
ruimte van het andere kan innemen. 

Eigenschap 410. Van twee rechthoekige parallelopipeda met gelijke 
lengte en breedte f doch ongelijke hoogte j is dat lichaam het grootste^ dat 
de grootste hoogte heeft. 

Men mete de hoogte van het kleinste lichaam op die van het 
grootste af en brenge door het doelpunt een vlak evenwijdig aan het 
grondvlak van het grootste lichaam. (Als grondvlak is hier aangenomen 
het vlak, dat de lengte en de br^Bodte bevat.) 

Eigenschap 411. De inhouden van twee rechthoekige parallelopipeda 
met gelijke lengte en breedte, maar ongelijke hoogte verhouden zich 
als de hoogten. 

Men bepale de verhouding der hoogten, AA' en aa' (fig. 410), 
waarb\j twee gevallen onderscheiden moeten worden, naarmate deze 
een gemeene maat hebben of niet. De verhouding der inhouden wordt 



dan weder uit die der hoogten bepaald door het aanbrengen van 



Pig. «0. 



vlakken door de deelpunten der hoogten, die evenw^dig met het 
grondvlak van elk parallelopipedum toopen. 

Opmerking: Baar de benamingen lengte, breedte en hoogte wille- 
keurig aan drie in één hoekpunt samenkomende ribben gegeven 
worden, zoo kan men mt de vorige eigenschap ook beBtuiten: 

De inhouden van twee rechthoekige parallelopipeda met gelijke lengte 
en hoogte, doch ongelijke breedte, verhouden zich als die breedten. 

De inhouden van twee rechthoekige parallelopipeda met gelijke 
breedte en hoogte, doch ongelijke lengte, verhouden zich als die lengten. 

Eigenaoh&p 412. De inhouden van twee willekeurige rechthoekige 
parallelopipeda verhouden zich ah de producten der getallen, die de 
lengte, breedte en hoogte aangeven. 

Bew^s: Duiden wy lengte, breedte, hoogte en inhoud van het eene 
hchaam met l, b, h, I en de overeenkomstige grootheden voor het 
andere met /', b',.h', V aan. Ten einde nu de vergelijking dier Kchamen 
te vergemakkelijken, zullen wü nog andere rechthoekige parallelo- 
pipeda geconstrueerd denken, zoodanig, dat als men deze met de 
voorgaande in een bepaalde volgorde neemt, elke twee opeenvolgende, 
wat lengte, breedte en hoogte betreft, slechts in één opzicht ver- 
' schillen. WJ] denken dus de navolgende rechthoekige parallelopipeda 



jogte, breedte, 
l , b , 
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Volgens N® 396 bestaan dan de volgende evenredigheden: 

I:Ii = A:A', 
Ij : Ij = 6 : 6', 
Ij:r = Z:Z', 

dus door vermenigvuldiging der overeenkomstige leden 



of na vereenvoudiging 









(1) 



220. De vorige eigenschap zullen wt| nu toepassen op de vergelijking 
van een willekeurig rechthoekig parallelopipedum met de inhoudseenheid. 

Als inhoudseenheid heeft men aangenomen den inhoud van een 
kubus, waarvan de ribben een lengte hebben, die gelijk is aan de 
lengte-eenheid. 

Duidt men dus lengte, breedte, hoogte en inhoud van het wille- 
keurige rechthoekige parallelopipedum met Z, b, A, I aan, dan volgt uit (I) 

' X 



de inhoudseenheid de lengte-eenheid 

b 



X 



de lengte-eenheid de lengte-eenheid 

Kortheidshalve vervangt men alle noemers in deze vergelijking door 
1 en schryft dan ook 

I = lbh, 

Men is derhalve gewoon te zeggen: 

Eigenschap 418. De inhoud van een rechthoekig parallelopipedum 
is gelijk aan het product van lengte, breedte en hoogte. 

Nauwkeuriger is de volgende uitdrukking: 

De inhoud van een rechthoekig parallelopipedum bevat zooveel 
inhoudseenheden als het product der getallen bedraagt, die aangeven, 
hoevele lengte-eenheden in de lengte, de breedte en de hoogte be- 
grepen zyn. 

Daar lengte en breedte de zflden van het grondvlak van het recht- 
hoekige parallelopipedum vormen en het product dezer grootheden dus 
het oppervlak van het grondvlak voorstelt, zegt men ook wel: 

De inhoud van een rechthoekig parallelopipedum is gelijk aan het 
product van grondvlak en hoogte. 

. 221. Om nu van den inhoud van een rechthoekig parallelopipedum 
tot dien van een willekeurig parallelopipedum te komen, passen wy 
n. 7 
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Fig. 411. 



drie achtereenvolgende vervormingen toe, die tot stand komen door 

b^voeging van een driezydig prisma en gel\jkt\jdige aftrekking van. 

een daarmede congruente figuur. 

Zü ten eerste in fig. 411 ABCD^ 
A'B'C'D' een rechthoekig parallelo- 
pipedum. Brengen w^J nu door de- 
ribben A A' en B B' twee evenwijdige- 
vlakken, die het vlak DD'C'C ea 
het verlengde hiervan in F F' en E E' 
snijden en denkt men ook het grond-^ 
en het boven vlak verlengd, dan zyn 
twee drieztJdige prisma's A D F A' D' F*" 
en B GEB' CE' ontstaan, die, zooals. 
men gemakkelijk bewast, congruent. 

zyn. Denkt men nu het eerste dezer prisma's van het ppd. 

A B C D A' B' C' D' afgenomen, doch het tweede prisma er bfl gevoegd,. 

dan ontstaat opnieuw een parallelopipedum A BEF A'B'E'F'. Dan is. 

Inh. ppd. ABCDA'B'C'D' = Inh. ppd. ABEF A'B'E'F'. 

Op deze w\jze is dus uit het rechthoekige parallelopipedum een> 
recht parallelopipedum ontstaan, omdat het grondvlak ABEF nu een 
parallelogram geworden is en hiervan geldt dan, ten gevolge van de 
vorige vergelijking 

Inh. ppd. ABEFA'B'E'F' = opp. ABCDX^A', 

en dus ook 

Inh. ppd. ABEFA'B'E'F' = opp. ABEFXAA', 

= grondvlak X hoogte. 

Brengen wtj nu vervolgens btj het rechte ppd. A B E F A' B' E' F',. 

waarvan dus nog alle op- 
^// staande zijvlakken loodrecht op- 
het grondvlak staan, twee even- 
wijdige vlakken door de ribben 
AF en BE van het grondvlak 
aan en denkt men de zijvlakken 
ABB'A', A' B' E' F', F E E' F'' 
weder verlengd, tot zj) deze» 
vlakken sneden, dan ontstaan 
twee congruente drieztjdige 
prisma's A A' A" F F' F" en 
B B' B" E E' E" en dus is weder 

Inh. ppd. ABEFA'B'E'F' = 5h. ppd. A B E F A" B" E" F*'. 
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Deze parallelopipeda stemmen nu in grondvlak en hoogte overeen 
en aangezien voor den inhoud van het eerste hierboven het product 
van het grondvlak en de hoogte gevonden werd, zoo is dus ook 
Inh. ppd. A B E F A'' B" E" F'' = grondvlak X hoogte. 

Het laatste parallelopipedum heeft nu nog alleen deze b^zonderheid, dat 
twee zijvlakken, nl. ABB"A'' en FEE'^F" loodrecht op het grondvlak staan. 

Om dus tot een willekeurig parallelopipedum te geraken, brengen 
wy eindelijk door de ribben 
AB en E F van het grond- 
vlak twee evenwijdige vlak- 
ken ABB"'A'"enEFF"'E'" 
aan, waardoor na verlenging 
der zijvlakken van het oor- 
spronkelijke parallelopipedum 
weder twee congruente driezy- 
dige prisma's A A"A"'BB"B"' 
en F F" F'" E E" E" ontstaan. 
Dus is weder 




B 

Fig. 413. 

Inh. ppd. A B E F A" B" E" F" = Inh. ppd. A B E F A'" B'" E'" F'", 
en daar deze figuren in grondvlak en hoogte overeenstemmen en de 
inhoud van de eerste gelyk was aan het product dezer grootheden, 
zoo vindt men dus ook 

Inh. ppd. A B E F A'" B'" E'" F'" = grondvlak X hoogte. 

Hiermede is bewezen: 

Eigenschap 414. De inhoud van elk parallelopipedum is gelijk 
aan het product van grondvlak en hoogte. 

222. Wtj zullen nu, ten einde tot den inhoud van een prisma te 
geraken, de volgende eigenschap bewijzen; 

Eigenschap 415. Een recht parallelopipedum kan in twee drie- 
zijdige prisma's verdeeld worden ^ die gelijken inhoud hebben, 

Bew\js: Brengt men namelijk door 
de opstaande ribben BB' en DD' in 
fig. 414 een vlak aan , dan ontstaan twee 
driezijdige prisma's ABDA'B'D' en 
B C D B' C' D', die elkanders ruimte in- 
nemen kunnen , zooals men gemakkelijk 
inziet, als men bedenkt, dat ABCD 
den driehoek DAB volkomen kan be- 
dekken en dat de opstaande ribben 
loodrecht op het grondvlak staan. 

Met behulp van deze eigenschap kan 
men nu aantoonen: 
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Fig. 415. 



Eigensohap 416. Elk willekeurig paralUlopipedum kan in twee 
driezijdige priemd^s verdeeld worden ^ die gelijken inhoud hebben. 
Bewtjs: Zy ABCDA'B'C'D' het parallelopipedum en BDD'B' het 

deelvlak , dan z\jn de driez^dige prisma's 
ABÜA'B'D' en BCDB'C'D' in dit 
geval niet congruent. Want, men kan 
het laatstgenoemde zoo draaien, dat óf 
AD'C'B' óf ADCB den driehoek 
B'A'D' volkomen bedekt. Onderstellen 
w;j b. V. het eerste, dan valt B' in D' 
en C' in A', maar dan kan het vlak 
B'C'CB niet langs AD' DA vallen, 
omdat de hoek tusschen de vlakken 
D' C' B' en B' C' C B niet geiyk is aan 
dien tusschen de vlakken B'D'A' en 
D' A' A D. 

Evenzoo toont men aan, dat ook geen samen valhng der twee drie- 
zfldige prisma's mogelük is, als men A DCB op A B' A'D' plaatst. 

Om de eigenschap te bewezen 
brengen wiJ door de hoekpunten 
A en A' elk een vlak aan, lood- 
recht staande op de ribbe AA', 
en verlengen weder de zyvlakken 
van het oorspronkeiyke parallelo- 
pipedum, zoodat een recht paralle- 
lopipedum A E F G A' E' F' G' ont- 
staat, dat volgens N® 415 door 
het vlak D' B' B D of G' E' E G in 
twee geiyke deelen verdeeld wordt. 
Wt) verkrijgen dus 

' Inh. prisma A E G A' E' G' = 
Inh. prisma GEFG'E'F' . (1) 

Omdat 

AA' = BB' en AA' = EE 

is, zal ook BB' = EE' en dus ook 

BE = B'E' 

ztJn. Evenzoo bewyst men: 

DG = D'G' en FC = F'C'. 
Omdat dan verder 

A AGE^ A A'G'E' 
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is en B E en D G J_ het vlak A G E en evenzoo B' E' en D' Gt' J_ het 
vlak A'G'E' staan, is 



figuur AGEBD^figuur A'G'E'B'D 



(2) 




Evenzoo besluit men uit de congruentie der driehoeken GE F en 
G'E'F, de gelijkheden 

CF = C'F, GD = G'D', BE = B'E' 

en den loodrechten stand van C F, G D en B E op het vlak G F E en 
van C'¥', G'D' en B'E' op het vlak G'E'F', dat de figuur GEFDBC 
de ruimte van de figuur G'E'F'D'B'C' kan innemen, derhalve 

figuur GEFDBC^figuur G'E'F'D'B'C' . . . (3) 

Uit (2) volgt dan nog 

Inh. prisma A E G A' E' G' = Inh. prisma A D B A' D' B', 
en uit (3) 

Inh. prisma G E F G' E' F' = Inh. prisma D B C D' B' C', 

en wegens de betrekking (1) is dus ten slotte 

Inh. prisma A D B A' D' B' = Inh. prisma D B C D' B' C'. 

Eigenschap 417. De inhoud van een driezijdig prisma is gelijk 
aan het product van grondvlak en hoogte. 

BewJös: Is ABCA'B'C' het 
driezijdige prisma, dan kan dit vol- 
gens de vorige eigenschap als de 
helft van het parallelopipedum 
A B D C A' B' D' C' beschouwd wor- 
den. Duidt men nu de hoogte van 
dit parallelopipedum, die met de 
hoogte van het drieziJdige prisma 
overeenstemt, met h aan, dan is 





C.L, Ijj^ 



B 



Fig. 417. 



Inh. ppd. ABDCA'B'D'C' = 

opp. ABDCX*» 
dus 

Inh. prisma A B C A' B' C' = J opp. ABDCX*, 

= A ABCX*- 

= grondvlak X hoogte. 
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Eigenschap 418. De inhoud van een willekeurig prisma is gelijk 
aan het product van grondvlak en hoogte, 

BewJIjs: Indien men in fig. 418 de dia- 
gonalen in het grond- en bovenvlak van 
het prisma trekt en door elk paar even- 
wijdige diagonalen een vlak brengt, 
wordt het willekeurige prisma in drie- 
z\jdige prisma's verdeeld, die alle dezelfde 
hoogte A, tevens de hoogte van het 
willekeurige prisma, hebben. Nu is 

prisma ABCA'B' C'= A ABCX *, 
„ ACDA'C'D'= A ACDXA, 
„ ADEA'D'E'c= AADEXA, 




Fig. 418. 



en door optelling ontstaat 



prisma ABCDEA'B'C'D'E' = (A ABC+ A ACD+ A ADE)XA, 

= v\jfhoek ABCDEXA, 
= grondvlak X hoogte. 




Vraaffstnkken. 



j^C 877. Bepaal den inhoud van een recht parallelopipedum, waarvan 
^ het grondvlak een ruit is met diagonalen van 8 en 6 cM., indien het 
geheele oppervlak 248 cM*. bedraagt. 
^0^fns. In een parallelopipedum verhouden zich twee zijvlakken om- 
/^gekeerd als hunne afstanden tot de overstaande zyvlakken. 

J379. De inhoud van een driezfldig prisma is gelflk aan het halve 
^-^roduct van een der opstaande zijvlakken met den afstand van dit 

zijvlak tot de niet daarin gelegen opstaande ribbe. 
^^880. Alle driezijdige prisma's, welker opstaande ribben langs drie 
^ gegeven evenwijdigen liggen en een standvastige lengte hebben , hebben 
gelijken inhoud. 
y^ 881. De inhoud van een prisma is gelijk aan het product van de 
lengte van een der opstaande ribben met het oppervlak eener loodrechte 
doorsnede. 
/' N.B. Voor het bewijs passé men de biJ N^ 416 gevolgde methode toe. 
y/ tj^2. Indien men de loodrechte doorsnede van een driezijdig prisma 
^|BKchouwt, als de projectie van het grondvlak op een vlak, dat lood- 
recht op een der opstaande ribben staat, wat besluit men dan uit het 
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Torige vraagstuk omtrent de verhouding van het o 
tot dat van de geprojecteerde figuur? 

883. Bepaal den inhoud van een regelmatig di 
van alle ribben 8 cM. lang z\jn. 

884. Bepaal het oppervlak van een regelmatig 
als de straal van het grondvlak 4 cM. en de inh 

85. Als een opstaande ribbe van een prisma, 
riehoek tot grondvlak heeft, met de beide in h( 
het grondvlak uitkomende ribben hoeken van < 
is dan de inhoud van het lichaam. De z^de van l 
<icM. en de opstaande ribbe 6cM. 

886. Hoe groot is de inhoud van een recht 
■de opstaande zflvlakken 2,6, 2,8 en 8 dM*. z\jn, 
S4: cM*. bedraagt. 

^^587. Bepaal den inhoud van een prisma, d 
tienhoek met zyden van twee 2 dM. tot grond 
opstaande ribbe geltJk is aan den straal van den 
yan den tienhoek en een hoek van 45° met het 



HOOFDSTUK XLL 



DE INHOUD VAN DE PYRAMIDE EN VAN DE 
AFaEKNOTTE PYRAMIDE. 

223. Eigensehap 419. Een pt/ramide ia de grens^ waartoe ds som 
van een aantal prianuCs nadert, 

Bewjjs: Zy in fig. 419 een willekeurige pyramide TAB CD voor- 
gesteld. Denken w\j een opstaande ribbe, b. v. TA, in een aantal 
gelyke deelen, dat wy door n voorstellen, verdeeld, waardoor de doel- 





punten a, a|, ttj, . . . ontstaan. Brengt men dan door elk dezer punten 
een vlak, dat evenwijdig met het grondvlak ABCD loopt, dan ont- 
staat een aantal gelijkvormige doorsneden. Nu kan men op elk dezer 
doorsneden als bovenvlak een prisma beschreven , waarvan de opstaande 
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ribben || T A zfln, zooals b. v. aj 6, Cj dj a efg (fig. 419) en de som dezer 
prisma's is dan klaarblijkelijk kleiner dan de pyramide. Beschrijft men 
echter op het grondvlak der pyramide en ook op elke doorsnede als 
grondvlak een prisma, waarvan de opstaande ribben || TA ztjn, zooals 
b. V. abcdayhik (fig. 420), dan zal de som der aldus verkregen 
prisma's klaarbl^kel^jk grooter z^jn dan de pyramide. Hoe groot men 
nu ook het aantal deelen n neemt, waarin TA verdeeld is, steeds 
bltjft het vorige waar, zoodat de pyramide voortdurend bltjft binnen 
de grenzen, door de som van die „ingeschreven" en van die „omge- 
schreven" prisma's gesteld. Maar hoe grooter n wordt, des te minder 
gaan die beide sommen van elkander verschillen, zoodat elke som 
meer en meer tot de pyramide nadert. 

Eigenschap 420. Twee pyramiden met gelijk grondvlak en gelijke 
hoogte hebben gelijken inhoud. 

Onder de hoogte eener pyramide verstaat men de loodltJn, 
uit den top op het grondvlak neergelaten. 

Bew^is: Denkt men zich de pyramiden met de gel\jke grondvlakken 
ABC en A'B'C' op een zelfde vlak U geplaatst, dan zullen de toppen 



T T' 




Fig. 421. 

volgens het gegevene geleken afstand van dat vlak hebben. Brengt 
men nu evenwQdig aan het vlak U een aantal snijdende vlakken aan, 
en construeert men op de aldus verkregen evenwijdige doorsneden 
weder de „ingeschreven" prisma's, dan zal met elk prisma, dat door 
twee opeenvolgende evenwijdige vlakken by de pyramide TA BC 
ingesloten wordt, een prisma b;j de andere figuur T' A'B'C' overeen- 
stemmen en twee zulke overeenkomstige prisma's z\jn, zooals wQ 
bewtjzen zullen, gelijk. 

Beschouwen wfl namelijk de doorsneden P Q R en F Q' R' door een 
zelfde vlak W' bepaald, en noemen wtj de afstanden van elk der 
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toppen tot de vlakken W' en UU' rospectievemfc k en H, dan heeft 
men volgens N" 389 

A P Q R : A A B C =! A» : H', 
«n 

AFQ'R': A AB'C' = A';H», 

waaruit man besluit, omdat volgens bet gegevene AABC=:AA'B'C 
ia, dat ook 

APQK=! AF'Q'R' 

z^ln moet, Twee tusschen dezelfde evenwödige vlakken gelegen „inge- 
schreven" prisma's hebben dus steeds geiyk grondvlak en gelijke hoogte 
en zfln daarom geiyk. Derhalve moet nu ook de som der ingeschreven 
prisma's van de pyramide T A B C gelyk ziJn aan de som der ingeschreven 
prisma's van de pyramide T'A'B'C en daar deze geiykheid steeds 
bestaan bluft, hoe dicht ook elk dier sommen tot elk der pyramiden 
nadert, besluit men 

Inh. pyramide T A B C = Inh. pyramide T' A' B' C. 
224. Eigensohap 421, Elk driezijdig prisma kan verdeeld worden 
in drie driezijdige pyramiden, die gelijken inhoud hebben. 

Bewjs: Zy ABCDEF het driezijdige prisma. Brengt men een 
vlak door een der hoekpunten E van 
_ het bovenvlak en de overstaande ribbe 
A C van het grondvlak, dat de opstaande 
zyvlakken ABED en BCFE volgens 
AE en EC sn^dt, dan is het prisma 
verdeeld in een driez^dige pyramide 
E ABC en een vierz^Jdige EACFD. 
Brengt men vervolgens een vlak door 
het hoekpunt A en de ribbe E F van 
het bovenvlak, dat het vlak ACFD 
volgens AF snijdt, dan is het prisma 
verdeeld in drie pyramiden E ABC, 
EPAO en EPAD, die, zooals wy be- 
wezen zullen, gelijken inhoud hebben. 
Ji Neemt men toch de beide eerste en 

Fig. 422. beschouwt als hunne grondvlakken de 

driehoeken B C E en E C F, dan hebben 
zü den gemeenschappeUfken top A. Maar die driehoeken z^n geiyk. 
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^n E F A D, wanneer men E als den gemeenschappelflken top, A C F 
-en AD F als de grondvlakken beschouwt. 

Opmerking: Omgekeerd kan b^j elke driehoekige pyramide een 
■driehoekig prisma geconstrueerd worden, dat driemaal de pyramide 
bevat. Gaat men toch uit van de pyramide E ABC, dan brenge men 
door den top E een vlak evenwfldig aan het grondvlak, en trekke 
•door twee der hoekpunten van het grondvlak, hier A en C, rechten 
•evenwijdig met de opstaande ribbe, die door het derde hoekpunt B van 
fcet grondvlak gaat, totdat deze rechten het vlak door E evenwijdig 
aan het grondvlak gebracht, ontmoeten in D en F. Het boven vlak 
D E F is dan gevonden en het prisma A B C D E F zal driemaal de 
oorspronkelflke pyramide bevatten. 

Eigenschap 422. De inhoud van een driezijdige pyramide is gelijk 
aan het derde deel van het product van grondvlak en hoogte. 

Bewtjs: Zg namelflk E ABC in fig. 422 de gegeven driezi)dige 
pyramide, waarbfl het prisma ABCDEF geconstrueerd is. Dan is de 
loodlyn, uit E op het vlak ABC neergelaten, zoowel de hoogte van 
de pyramide als van het prisma, die wfl met h aanduiden zullen. 
Yolgens de vorige eigenschap is nu 

Inh. pyr. E A B C = J Inh. prisma ABCDEF, 

= i A ABCXA, 

= i grondvlak X hoogte. 

Eigenschap 428. De inhoud van een willekeurige pyramide is 
gelijk aan het derde deel van het product van grondvlak en hoogte, 

Bew^s: Brengt men nameiyk in de 
willekeurige pyramide T A B C D E vlak- 
ken aan door den top T en elk der 
diagonalen AC, AD van het grond- 
vlak, dan wordt de pyramide in drie- 
zydige pyramiden verdeeld, die alle 
dezelfde hoogte TP = A, tevens de 
hoogte der geheele pyramide, hebben, 
^u is 

Inh. pyr. TABC = i A ABCX*» 

Inh. pyr. TACD = i A ACDX*, 

Inh. pyr. TADE = iAADEXA» 

. ,,. Fig. 423. 

dus door optellmg: 

Inh. pyr. TABCDE = i(A ABC+ A ACD+ A ADE)XA, 

=:Jvflfhoek ABCDEXA» 
= \ grondvlak X hoogte. 
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225. Eigensohap 424. De inhoud van een af geknotte pyramide is 

gelijk aan het derde deel van de hoogte, vermenigvuldigd met de som 

der oppervlakken van het grondvlak j het bovenvlak en een vlaky dat 

middelevenredig is tusechen grond- en bovenvlak, 

Bew^s: Z\j in fig. 424 ABCDabcd de afgeknotte pyramide, 

ontstaan door sn^ding van de pyramide 
TAB CD. Men kan dan de afgeknotte 
pyramide beschouwen als het verschil 
van de pyramiden TABCD en Tab cd. 
Laat men uit T een loodlQn op de 
vlakken ABCD en abcd neer, die 
deze in P en p ontmoet, dan is P jo= de 
hoogte der afgeknotte pyramide = H. 
Zi) verder 

opp. ABCD=Ö, opp. a6cd=B, 

en stellen wö eindelflk Tjt) = A, dan is 
ter berekening van de inhouden der 
pyramiden TABCD en Tab cd noodig 
TP en Tp, dus h te berekenen. 




Volgens N<^ 389 is 



dus 



O : B = (H + A)* : h\ 
V/G:V/B=(H + /o:/i, 



waaruit men h kan oplossen; men vindt dan 

hv/b 



va — \- B 



en hiermede wordt 



TP = H + A=-J^^ 



Va — Vb 



Nu is 



Inh. afgeknotte pyramide = ^GXTP — ^^BXTp, 



v/G — V/b 



1/G_l/B 



iH 



G V^G — B l/B 



V/G — l/B 



__ — , 



= iH(G + B + l/BG), 



109 



226. Eigenschap 425. Een afgeknot drieztjdig prisma is gelijk 
<ian de som van drie pyramiden , die elk het grondvlak van het prisma 
tol grondvlak en een der drie hoekpunten van het bovenvlak van het 
af geknotte prisma tot top hebben, 

Bewjjs: Een afgeknot driezydig prisma A BOD E F (fig. 425) kan 
op dezelfde wijze in drie pyramiden verdeeld worden als het driezUdig 
prisma in fig. 422. Brengt men namelijk een vlak door een der hoek- 
punten E van het bovenvlak en de overstaande ribbe AC van het 
grondvlak,* vervolgens een vlak door het hoekpunt A van het grond- 
vlak en de ribbe E F van het bovenvlak, dan is het afgeknotte prisma 
verdeeld in de drie viervlakken EABC, EAOF en EADF. 

Van deze voldoet de eerste aan de voorwaarde, dat haar grondvlak 
met dat van het afgeknotte prisma samenvalt en haar top in een 
hoekpunt van het bovenvlak van het afgeknotte prisma ligt- 

Vergelijkt men vervolgens de tweede der zooeven genoemde pyra- 
miden EAOF met F ABC, en beschouwt 
men het hoekpunt A als haar gemeenschap- 
pelijken top, dan is de driehoek E CF het 
grondvlak van de eerste en driehoek B C F 
dat van de tweede. Doch deze driehoeken 
zyn geiyk, omdat zy dezelfde basis CF be- 
zitten en de toppen E en B op een lyn, 
evenwijdig aan die basis, zijn gelegen. De 
beide pyramiden hebben dus gelyke grond- 
vlakken en dezelfde hoogte, zoodat zy* gelijken 
inhoud hebben. 

Beschouwt men ten slotte de laatste 
van het drietal pyramiden, waarin het afge- 
knotte prisma kon verdeeld worden, namelyk 
de pyramide EADF, met de figuur D A B C, 
neemt men daarby tot top van de eerste het 

hoekpunt F en tot top van de tweede het hoekpunt C, dan z^n de 
grondvlakken dier lichamen de driehoeken D A E en DAB. Deze drie- 
hoeken zijn gelyk, omdat zy de basis DA gemeen hebben en de 
toppen E en B op een rechte, evenwijdig met die basis, zy'n gelegen. 
Verder liggen de toppen der pyramiden op een ly'n C F, die evenwijdig 
loopt aan de grondvlakken, zoodat de hoogten der pyramiden ook gelyk 
zijn. Hieruit blijkt dus volgens N® 420, dat de viervlakken EADF 
en DABC gelijken inhoud hebben, zoodat men eindeiyk de verge- 
lijking verkregen heeft: 

afgeknot prisma A B C D E F = pyr. E A B C + 

pyr. DABC-i-pyr. F ABC. 
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Eigenschap 426. Een a/geknot driezijdig prisma ia gelijk aan 
een derde deel van het prodtict van het oppervlak der loodrechte door-^ 

snede met de som der opstaande ribben^ 
Bewijs: Brengt men namelyk in een 
scheef afgeknot driehoekig prisma A B O D E F 
(fig. 426) een vlak P Q R loodrecht op de op- 
staande ribben, dan wordt het lichaam ver- 
deeld in twee afgeknotte prisma's PQRD E F 
en PQRABC, waarin nu, als men b\}. 
elk PQR als grondvlak beschouwt, de op- 
staande ribben loodrecht op het grondvlak 
staan. Een der pyramiden b.v. EPQR, waarini 
men P Q R D E F volgens N® 425 kan verdeelen „ 
heeft dus tot inhoud 

J APQRXFQ. 
Volgens N® 425 is dus 

Inh. afgekn. prisma PF=APQRX* (PD + QE + RF)^ 
Inh. afgekn. prismaP C= A P Q R X i (PA+QB + RC), 

dus door opt. '■ — 

Inh. afgekn. prisma A F = A PQRXJ(AI^ + BE+CF). 

Eigenschap 427. De inhoud van een willekeurig prisma is gelijk 
aan het product van de loodrechte doorsnede en een der opstaande- 
ribben. 

Bewijs: Beschouwen wt| allereerst een driezijdig prisma. 

Laat men nameiyk in fig. 426 het vlak DEF zich verplaatsen^, 
zoodat het evenwijdig met het grondvlak ABC wordt, dan zal in het 
vorige bewys niets veranderd worden; dus is 

een driezijdig prisma = de loodrechte doorsnede X 

Ivan de som der drie opstaande ribben,. 
= de loodrechte doorsnede X ^^ opstaande ribbe. 

Beschouwt men nu verder een willekeurig prisma en verdeelt men 
dit in driezydige prisma's door vlakken te brengen door elk tweetal 
evenwijdige diagonalen van grond- en bovenvlak, past daarna op elk 
deel de zooeven gevonden formule toe, dan blykt by optelling onmid- 
dellyk, dat die formule ook voor het willekeurige prisma geldt. 

227. Eigenschap 428. De inhoud van een prisrj^ïde is gelijk aan het 
zesde deel van den afstand tusschen grond- en bovenvlak, vermenig- 
vuldigd met de som der oppervlakken van het grondvlak, het boven- 
vlak en het viervoud van het vlak, dat evenwijdig aan deze op de helft 
van den afstand wordt aangebracht. 

Bewijs: Het vlak, dat in het midden van den afstand tusschen het: 



Uc^t* 
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grond- en bovenvlak, evenwijdig aan deze, wordt aangebracht, sn\jdt 
het lichaam volgens een veelhoek KLM...S, waarvan de z^Jdea 
gedeelteiyk evenwij- 
dig aan die van het /^ ^ 
grondvlak, voor het 
overige evenwijdig 
aan die van het bo- 
venvlak loopen. De 
opstaande ribben van 
het lichaam, b.v. A I, 
worden door dit vlak 
in twee geiyke dee- 
len verdeeld. Wy noe- 
men dit vlak het m i d- 
denvlak en stellen 
het door M voor. 
ZtJ verder 

opp.ABCD=B, 
opp. E F G H I = G, 

en de afstand van 
deze vlakken of 
de hoogte van het 
prismoïde = H. 

Kiest men nu een willekeurig punt Z in het middenvlak en ver- 
bindt dit met al de hoekpunten van het grond- en bovenvlak, dan is- 
het prismoïde verdeeld. in de twee pyramiden ZABCDenZEFGHI 
en de som van een aantal pyramiden, die Z tot top en een der 
opstaande zijvlakken b. v. ADI tot grondvlak hebben. 

Nu is 

Inh. pyr. Z ADI = l A ADIX^e loodUJn uit Z op het vlak ADI. 
Maar, omdat LM||AD is, zal 

A ADICO A ILM 
ztjn, terwtJl bovendien A 1 = 2 AL is, dus moet 

A ADI = 4 AILM 
z^n; derhalve wordt 

Inh.pyr.Z ADI = 4?^J A ILMX^ö loodltJn uit Z op het vlak I L M,. 

= 4XPyr. ZILM, 

= 4XiAZLMXde loodltjn uit I op het vlak Z L M,. 
= 4Xi AZLMXiH, 

= !azlmxh. 



Fig. 427. 



/ 
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Behandelt men op deze wtjze alle pyramides, die Z tot top en een 
opstaand zijvlak van het prismolde tot grondvlak hebben, en telt de 
uitkomsten samen, dan ziet men gemakkelijk in, dat voor deze som 
gevonden moet worden 

i(veelhoek KLM . . . S)XH = |MH. 

Voegt men hierbtJ nu nog 

Inh. pyr. Z A B O D = J vierhoek ABCDX 

de loodltjn uit Z op het vlak ABCD, 

= iBH, 
en 

Inh. pyr. Z E FGHI= i G H, 

dan vindt men ten slotte voor den inhoud van het prismolde 

iGH + iBH + fMH = JH(G + B + 4M). 



Vraaffstnkken. 

888. Bepaal den inhoud van een viervlak, dat door vier gelykzydige 
driehoeken begrensd wordt, als de ribben A.cM. lang z\jn. 

889. Twee zijvlakken van een viervlak zyn omgekeerd evenredig 
met de daarop neergelaten hoogtemnen. 

890. Als van een regelmatige vierzi|dige pyramide de z^jde van het 
grondvlak 5 cM. en het geheele oppervlak 90 cM*. bedraagt, hoe groot 
is dan de inhoud? 

891. Van een regelmatige zesz^jdige pyramide is de z^de van het 

grondvlak 4 cM. en de opstaande ribbe bedraagt 4 Vs cM. Hoe groot 
is de inhoud? 

892. Bewys, dat de inhouden van twee gel^kvormige pyramiden 
zich verhouden als de derde machten van geljtjkstandige ribben. 

893. Bewys, dat de inhouden van twee gelijkvormige veelvlakken 
zich verhouden als de derde machten van gèlykstandige ribben. 

894. Een pyramide wordt door een vlak, evenwijdig met het grond- 
vlak in twee gelijke deelen verdeeld. Wat weet gy van de stukken, 
waarin de opstaande ribben door dit vlak verdeeld worden? 

896. Van een regelmatige afgeknotte twaalfztjdige pyramide is de 
straal van het grondvlak 4 cM., die van het bo venvlak 2 cM. en de 
hoogte 5 cM. Bepaal den inhoud. 
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896. Van een afgeknotte pyramide zjjn het grondvlak G , het bovpn 
Tlak B en de hoogtp h gegeven. Op welken afstand van het grond 
vlak moet een vlak evenwijdig daarmede aangebracht worden, opdat 
het lichaam middendoor gedeeld worde? 

897. Van een regelmatige afgeknotte pyramide is het grondvlak ee'ri 
vierkant mét zijden van 2 dM. , terwijl de opstaande zijvlakken hoeken 
van 60® met het grondvlak maken. Als het apothema van de afge- 
knotte pyramide 1 dM. bedraagt, hoe groot is dan de inhoud van het 
lichaam ? 

C^\ ^ 898. Een regelmatig drieziJdig prisma, waarvan de zijden van het 
^^^^grondvlak 2 dM. lengte hebben, terw^l de hoogte 6 dM. bedraagt, 

wordt door een plat vlak, dat door één der ribben van het bovenvlak 

gaat en een hoek van 45® met dat bovenvlak vormt, afgeknot. Bepaal 
j den inhoud van het ontstane lichaam. 
^^ 899. Bewijs, dat by een afgeknot parallelopipedum de som van 

twee overstaande opstaande ribben gelijk is aan de som der beide 

andere. 

900. De inhoud van een afgeknot parallelopipedum is gelijk aan het 
product van de loodrechte doorsnede met de halve som van twee over- 
staande ribben. 

901. De inhoud van het lichaam, dat van twee tegengestelde veel- 
vlakshoeken wordt afgesneden door een paar evenwijdige vlakken, die 
een afstand A hebben , terwijl de oppervlakken der doorsneden G en B 
bedragen , is i A (G + B — V^'gB). 

902. Brengt men in een afgeknot driezijdig prisma een vlak aan, 
evenwijdig met een der opstaande zijvlakken, dat den afstand /* tus- 
schen dat zijvlak en de overstaande ribbe h middendoor deelt, en 
duidt men de oppervlakken van het zijvlak en van de doorsnede 
met G en M aan, dan is de inhoud van het afgeknotte prisma gelijk 
aan ^/i(G + 4 M). 

903. De inhoud van een viervlak is gelyk aan | T^n het product 
van den afstand van twee kruisende ribben met het oppervlak van 
een doorsnede, die evenwijdig met die beide ribben in het midden van 
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haar afstand aangebracht wordt. 
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904. Bewijs, dat de som der loodlijnen, uit de hoekpunten vaneefti 
driehoek op een willekeurig vlak neergelaten, gelyk is aan driemaal 

II. 8 




c^ 



114 

de loodlyn, uit het zwaartepunt van den driehoek op het vlak neer- 
gelaten. 

905. De som der afstanden van de hoekpunten van een parallelo- 
pipedum tot een willekeurig vlak is gelyk aan achtmaal den afstand 
van het middelpunt van het parallelopipedum tot dat vlak. 
f^ 906. In een viervlak, waarvan de overstaande ribben twee aan 
twee elkander loodrecht kruisen, gaan de vier hoogtelynen door 
één punt. 
c^ 907. De vier viervlakken, waarin een willekeurig viervlak verdeeld 
^kan worden door het zwaartepunt met de hoekpunten te verbinden, 
hebben gelijken inhoud. 

908. Het vlak, dat door een ribbe van een viervlak en het midden 
der overstaande ribbe gebracht wordt, deelt het viervlak middendoor. 

909. Door een rechte in een der zijvlakken van een viervlak een 
vlak te brengen, dat het viervlak halveert. 

910. Als van een afgeknotte pyramide, die een vierkant tot grond- 
vlak heeft, de hoogte 2 dM., de inhoud 6,5 d.M*. en de zyde van het 
boven vlak 1 dM. bedraagt, hoe groot is dan het grondvlak? 

P\ 911. Een vlak, dat door de middens van twee paren overstaande 
ribben van een viervlak gebracht wordt, verdeelt het lichaam in twee 
deelen van gelyken inhoud. 

^ 912. De hoogte van een regelmatig viervlak is gelyk aan de som 
der loodlynen, uit een punt binnen het viervlak op de zijvlakken neer- 
gelaten. 

913. Op een willekeurig prisma, waarvan het grondvlak een opper- 
vlak heeft, dat door G cM*. wordt voorgesteld, terwijl de hoogte 
h cM. bedraagt, wordt een pyramide geplaatst, zoodat het grondvlak 
der pyramide het bovenvlak van het prisma volkomen bedekt. Als 
de hoogte der pyramide H cM. is, vraagt men op welken afstand 
van het grondvlak een vlak, daarmede evenwijdig, aangebracht moet 
worden, opdat het geheele lichaam in twee gelijke deelen ver- 
deeld worde. 

914. Van een regelmatige vierhoekige pyramide is de opstaande 
ribbe 1/3 en de zijde van het grondvlak 2 el; men vraagt hieruit den 
standhoek van het grondvlak met elk der opstaande zijvlakken te be- 
rekenen. (Eindex. h. b. s. 1866, G-elderland.) 

915. Een driehoekige pyramide, waarvan gegeven zijn de ribben 
van het grondvlak a, h en c, wil men in drie gelijke deelen verdeelen 
door twee vlakken, die beide door den top en door het midden van 
de ribbe a gaan; men vraagt de deelen te berekenen, waarin de ribben 
ft en c door die vlakken verdeeld worden. (Eindex. h. b. s. 1866, 
Gelderland.) 

916. Van een afgeknotte regelmatige vierhoekige pyramide is de 
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ribbe van het grondvlak 48, die van het bovenvlak 3 en de opstaande 
ribbe 33,75 duim. Men vraagt de inhouden van de heide gel^kvormige 
afgeknotte pyramiden, waarin de gegevene verdeeld kan worden door 
een vlak evenwijdig aan grond- en bovenvlak. (Eindex. h. b. s. 1866, 
Grelderland.) 

917. BewUs, dat de inhoud eener afgeknotte pyramide gelyk is aan 
een zesde der hoogte, vermenigvuldigd met de som van grondvlak, 
bovenvlak en viermaal de doorsnede der pyramide met een vlak, dat 
evenwijdig is met het grondvlak in het midden der hoogte. Als be- 
kend wordt aangenomen de inhoud eener pyramide, uitgedrukt in 
basis en hoogte. (Eindex. h. b. s. 1867, Utrecht.) 

918. Van een driehoekige pyramide hebben de opstaande zyvlakken 
eH een tophoek van 60°. Indien nu de opstaande ribben 1, 2 en 3 
palm lang zyn, vraagt men den inhoud dezer pyramide te berekenen. 
(Eindex. h. b. s. 1867, Limburg.) 

919. Van een kubus wordt een driehoekige pyramide afgesneden, 
waarvan de top gelegen is in een der hoekpunten van den kubus en 
de opstaande ribben met die van den kubus samenvallen. Indien die 
opstaande ribben alle gelyk z^jn, vraagt men naar de hoogte der pyra- 
mide en naar de plaats, waar haar grondvlak de ribben van den 
kubus snydt, als de inhoud der pyramide een zesde bedraagt van dien 
van den kubus. (Eindex. h. b. s. 1878.) 

920. Van een lichaam is het grondvlak een rechthoek; de opstaande 
zijvlakken, die door de langste zyden van het grondvlak gaan, maken 
met dit laatste hoeken van 30°, terwyl de beide andere zijvlakken, ' 
gaande door de kortste ztjden van den rechthoek, met het grondvlak 
hoeken van 60° maken. Men vraagt den inhoud van het hchaam, als 
de zyden van het grondvlak a en 6 z\Jn. (Eindex. h. b. s. 1879.) 

921. Van een kubus wordt door een vlak, dat loodrecht staat op/Vr (J^ *) 
een der diagonalen, een driehoekige pyramide afgesneden. Men vraagf ,v,^_j^^ [j^ 
de verhouding te bepalen tusschen de stukken, waarin de diagonaal 
door dat vlak wordt verdeeld, wanneer het oppervlak der pyramide 




^ 



\ deel van dat van den kubus is. (Eindex. h. b. s. 1880.) 'vj J Li 

922. Van een regelmatige vyfzydige pyramide is een zyde van het * ' nVv/| 



grondvlak a. Men weet tevens, dat, als dé opstaande zijvlakken om 
de ribben van het grondvlak worden neergeslagen , tot zy in het vlak , 
waarop het grondvlak rust, komen te hggen, de opstaande ribben in 
het verlengde der zyden van den vyfhoek zullen komen. Men vraagt 
den inhoud dezer pyramide. (Eindex. h. b. s. 1882.) 

923. Van een kubus wordt door vlakken, welke loodrecht zyn op 
de diagonalen , aan elk der hoekpunten een even groot stuk afgesneden 
en wel zoodanig, dat het oppervlak van het overblyvende lichaam 
-| deel van het oppervlak van den kubus is. Hoe groot is de inhoud 
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van het overbiyvende lichaam, wanneer de inhoud van den kubus als 
eenheid wordt aangenomen? (Eindex. h. b. s. 1885.) 

924. Twee overstaande ribben van een viervlak kruisen elkander 
rechthoekig en zJtJn gelijk aan a en b. Indien dit viervlak gesneden 
wordt door een vlak evenwijdig met die ribben en daartusschen ge- 
legen, vraagt men 1^. te bewezen, dat de doorsnede een rechthoek is; 
2®. de oppervlakte van dezen rechthoek te berekenen, als de afstanden 
der ribben a en 6 tot dit vlak zich verhouden als 1:2. (Eindex. 
h. b. s. 1893.) 



i 
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HOOFDSTUK XLIL 



GEBOGEN OPPERVLAKKEN IN HET ALGEMEEN. 
DE CYLINDER. - DE KEGEL. 

228. In § 1 is een vlak of oppervlak bepaald als een samenstel 
van lijnen, zoodat elk punt van een lyn aan één punt van een vooraf- 
gaande en één punt van een volgende Ign aansluit, waarop alleen de 
punten van de eerste en de laatste Ifln een uitzondering maken , die een 
deel van de grenzen van het oppervlak vormen. Daar een lyn even- 
zeer als een aaneenschakeling van punten bepaald is, zoo kan men 
dus een oppervlak ook als een samenstel van punten beschouwen. 

Elke rechte, die een willekeurig punt A van een oppervlak met een 
ander willekeurig punt B daarvan verbindt, wordt een sntJU'n 
genoemd. 

Zyn de punten A en B echter twee opeenvolgende punten, dan 
wordt hun verbindingslijn raakl^n genoemd en elk der punten 
A en B heet raakpunt, terwyl men weder gewoon is, omdat die 
twee punten toch niet van elkander te onderscheiden zyn, eenvoudig 
van „het raakpunt A of B" te spreken. 

Een aaneenschakeling van punten van het oppervlak, zoodanig, dat 
elk punt van een voorafgaand en een volgend sluit (uitgenomen het 
eerste en het laatste punt, die slechts aan één ander punt sluiten), 
wordt een X^n op het oppervlak genoemd. 

Een sntjltjn van zulk een l\jn, die dus weder twee willekeurige 
harer punten verbindt, is dan tevens snyl^n van het oppervlak en 
evenzoo zal een rechte, die twee opeenvolgende punten' der kromme 
verbindt, en daarom de kromme raakt, tevens raakiyn aan het opper- 
vlak z\jn. Hierdoor hebben wtj de eigenschap verkregen : 

Eigenschap 420. Elke raaklijn aan een kromme op een oppervlak 
in een bepaald punt^ raakt het oppervlak in dat zelfde punt. 

Ligt een rechte op een oppervlak, en beschouwt men haar nu als 
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verbindingslijn van twee willekeurige harer punten, dan moet die 
rechte dus ook tevens snfliyn van het oppervlak beschouwd worden. 
Beschouwt men echter de rechte als verbindingslijn van twee opeen- 
volgende harer punten, dan blykt, dat zy tevens een raaklyn aan het 
oppervlak is. Wy komen dus tot: 

Eigenschap 430. Een rechte, die geheel op een oppervlak ligt, ia 
r aaklijn aan het oppervlak in elk harer punten. 

229. Onder de oppervlakken nemen die een belangryke plaats in,, 
welke uit rechte lynen opgebouwd kunnen worden. 

Allereerst behooren hiertoe de cylindervlakken. 
Een cylindervlak is de meetkundige plaats van alle rechten, die 

evenwijdig aan een gegeven rechte loopen 
en een gegeven willekeurige kromme 
snyden. 

De willekeurige kromme wordt de r i c h t- 
lijn genoemd, terwijl de door alle punten 
daarvan getrokken rechten, die het opper- 
vlak samenstellen, beschrijvende lijnen 
heeten. 

In fig. 428 is b.v. A B C D . . . de richt- 
lijn, terwijl AA', BB', enz. beschrijvende 
lijnen zijn. 

Is de richtlijn een cirkel, dan heet het 
cylindervlak cirkelvormig, en indien 
bovendien de beschrijvende rechten lood- 
recht staan op het vlak van dien cirkel, dan wordt het cylindervlak 
recht cirkelvormig genoemd. 

Wordt biJ een cirkelvormig cylindervlak door het middelpunt der 
richtlijn een rechte getrokken, die evenwijdig loopt met de beschrij- 
vende rechten, dan wordt deze de as van het cylindervlak 
genoemd. 

230. Snijdt men een cylindervlak door een willekeurig plat vlak, 
dat niet evenwijdig met de beschrijvende rechten loopt, dan is de 
doorsnede een kromme, die als een nieuwe richtlijn beschouwd kan 
worden. Nu kan men echter deze vlakke kromme als de grens be- 
schouwen, waartoe een willekeurige daarin beschreven vlakke veelhoek 
bij voortdurende aangroeiing van het aantal zijden nadert. Denkt men 
dus door elk hoekpunt van dien veelhoek een rechte getrokken, even- 
wijdig aan de beschrijvende rechten van den cyünder, dan ontstaat 
het zijdelingsch oppervlak van een prisma, dat aan beide zijden tot 
in het oneindige verlengd gedacht is , en dit oppervlak zal , bü toename 
van het aantal zijden van dien veelhoek, hoe langer hoe meer tot het 
cyhndervlak naderen. 




Fig. 428. 
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)ze beschouwing van Tfet cylindervlak als de grens van een 
oneindig uitgestrekt prisma voert ons gemakkelijk tot een paar eigen- 
schappen : • 

Eigenschap 431. Evenwijdige dooreneden van een cylindervlak met 
vlakken^ die niet evenwijdig loopen met de beschrijvende rechten^ zijn 
congruent, 

Bewijjs: Volgens N° 383 geldt deze eigenschap namelyk voor elk 
prisma en aangezien het cylindervlak beschouwd kan worden als de 
grens, waartoe een oneindig uitgestrekt prisma nadert, moet zy dus 
ook voor het cylindervlak waar zyn. 

Een gevolg van deze stelling is: 

Eigenschap 432. In eiken drkelvormigen cylinder zijn de door^ 
sneden met vlakken^ die evenwijdig met het vhik van de richtlijn loopen ^ 
gelijke cirkels, 

Wy gaan nu over tot 

Eigenschap 433. Een vlak, dat evenwijdig is met de beschrijvende 
rechten van een cylindervlak, heeft zoovele beschrijvende rechten met 
het oppervlak gemeen,, als het aantal snijpunten van dat vlak met de 
richtlijn bedraagt, 

Bewijjs: Zy AB de richtlyn en AA' 
een beschryvende rechte, terwyl het 
vlak U||AA' loopt. Is nu P een snij- 
punt van de richtlijn met U en trekt 
men door P een rechte P P' 1 1 A A', dan 
moet deze volgens N® 324 in U liggen. 
Maar P P' is ook een beschrijvende rechte 
van het cylindervlak, dus is PP' aan 
het cylindervlak en vlak U gemeen. 
Dezelfde redeneering blijft geldig voor 
elk ander sny'punt Q . . . van de richtlijn 
met het vlak U, dus zijn al de beschrij- 
venden , die door de snijpunten van A B 
en het vlak U gaan, aan dit vlak en het cylindervlak gemeen. 

Onderstelt men nu, dat deze beide nog een punt S buiten al die 
beschrij venden gemeen hadden, dan zou men, evenals hierboven voor 
PP' kunnen bewijzen, dat nu ook de beschrijvende rechte SS' aan 
IJ en het cylindervlak gemeen moest zy'n. Maar dan zou dus ook 
het snijpunt van SS' met de richtkromme, aan het vlak U en het 
cylindervlak gemeen zijn , d. w. z. het snijpunt van S S' met de richt- 
kromme zou in U moeten liggen , hetgeen tegen onze onderstelüng strijdt. 

Eigenschap 434. Een cirkelvormig cylindervlak wordt door een vlak^ 
dat evenwijdig hopt met de beschrijvende rechten^ in hoogstens twee 
beschrijvenden gesneden. 




Fig. 429. 
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Fig. 430. 



Bewijs: Om het aantal beschrijvende rechten te bepalen, dat het 
snijvlak U met het cylindervlak gemeen heeft, moet men volgen» 
N® 433 het aantal ^niJpunten van dat sn\Jvlak met de richtlöa 
bepalen. 

Elk snypunt van U met dien cirkel moet liggen in U en in het 

vlak van den cirkel, derhalve 
moet zulk een snijpunt ook liggen 
in de snyitJn AB dier vlakken, 
en daar AB hoogstens tweo 
punten met den cirkel gemeen 
heeft, hebben het vlak U en het 
cyhndervlak dus ook hoogstens 
twee beschryvende rechten ge- 
meen. 

231. Wanneer een vlak twee 
opeenvolgende beschrijvende 
rechten met een cylindervlak ge- 
meen heeft, noemt men het een 
raakvlak aan het oppervlak. 
Men kan zich ook denken, dat een raakvlak de grens is, waartoe 
een snyvlak, dat evenwijdig met de beschryvende rechten loopt, nadert, 
als men dit snflvlak om een zjjner snyiynen met het cylindervlak laat 
draaien, totdat een tweede zyner snylijnen naast die eerste is komen 
te liggen. 

Elk der twee opeenvolgende beschryvende rechten, die men ge- 
wooniyk weder als volkomen samenvallend beschouwt, noemt men de 
contactribbe van het raakvlak met het cylindervak. 

Eigenschap 435. jEen raakvlak aan een ct/linderolak bevat de 
raaklijn aan de richtlijn in het punt^ waar deze laatste door de con^ 
tactribbe gesneden wordt. 

Bewijs: Zy PQ de richtiyn en IJ 
een snyvlak, dat twee willekeurige be- 
schry venden AA' en BB' met het 
cylindervlak gemeen heeft, dan zal U de 
verbindingsiyn der punten A en B , d. i. 
de snyiyn AB van de richtiyn, ge- 
heel bevatten. Laat men nu het vlak 
U om AA' draaien, zoodat BB' tot 
A A' nadert, dan gaat U in een raak- 
vlak over en te geiyk gaat de rechte 
AB, die voortdurend in het vlak U 
gebleven is , in een raakiyn aan de 
Fig. 431. richtiyn over. 
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Fig. 432. 



Eigenschap 436. Bij een recht cirkelvormig cylindervlak staat een 
raakvlak loodrecht op het vlaky dat door de contactribbe en de as 
van het cylindervlak gaat 

Bew^B : Zfl M het middelpunt der cirkel- 
vormige richtiyn, MM' de as, AA' de con- 
tactribbe van het raakvlak U, A het punt, 
waar deze de richtiyn ontmoet. 

Volgens N° 435 zal nu de raaklyn AR 
aan de richtlijn in het vlak U liggen. Maar 
MAJ_AR en MM' J_AR, dus is AR_L 
het vlak M'MAA' en volgens N'> 339 zal 
dan ieder vlak, dat door AA' gaat, dus 
ook het raakvlak U, _L op het vlak M'M A A' 
staan. 

232. Snydt men een cylindervlak door 
twee evenwijdige platte vlakken, dan ont- 
staat een volkomen begrensd deel der ruimte, dat cylinder heet. 
Die snijvlakken worden grond- en bovenvlak genoemd; hun 
afstand heet de hoogte van den cylinder. 

Uit het begin van § 230 is nu onmiddellijk duidelijk: 

Eigenschap 437. Een cylinder is de grens ^ waartoe eenwillekeurig 
prisma, welks grondvlak in een kromme beschreven w, nadert , als men 
het aantal zijden van dat grondvlak voortdurend kuU toenemen. 

De formules, die voor het zijdeUngsch oppervlak en voor den inhoud 
van een prisma gelden, zullen derhalve evenzeer voor die grootheden 
biJ een cylinder geldig blijven. Daardoor verkrijgen wij de volgende 
eigenschappen : 

Eigenschap 438. Het z^delingsche of gebogen oppervlak van een 
cylindfr is gelijk aan het product van den omtrek der loodrechte door- 
snede met de lengte der beschrijvende rechte, (N° 374.) 

Is de cyhnder recht en cirkelvormig en duidt men den straal van 
het grondvlak met r, den afstand van grond- en bovenvlak, d. i. dus 
ook de lengte der beschrijvende rechte met h aan, dan is 

het zijdelingsch oppervlak = 2 tt r A. 

Eigenschap 4:30. l)e inhoud van een cylinder is gelijk aan het 
product van het grondvlak en de hoogte, (N® 418.) 
Is de cylinder cirkelvormig, dan is dus 

de inhoud = TT r* A. 

Eindelijk geldt nog 

Eigenschap 440. De inhoud van een cylinder is gelijk aan het 
product van de loodrechte doorsnede met de lengte der beschrijvende 
rechte (N<> 427.) 



233. Een tweede soort Tan oppervlakken, die uit rechten opgebouwd 
2tJn, wordt gevormd door de kegelvlakken. 

Een kegelvlak ia de meetkundige plaats van de rechten, die door 
een gegeven punt gaan en een gegeven kromme snjjden. 

Het gegeven punt beet de top van het kegelvlak, de gegeven 
kromme heet richtlijn, terwijl de rechten, dio het oppervlak aam en- 
ateHen, de beschrijvende rechten genoemd worden. 

Daar deze rechten zich naar beide zijden 
^.-^'T~~\ tot in het oneindige uitstrekken, bestaat 

^ \ / ^ een kege! uit twee volkomen gel^ke dee- 

^""-^'■'^ ■ 7 len, die in den top samenkomen. Men 

geeft daarom aan den top ook wel den 
naam middelpunt van het kegelvlak. 
In flg. 433 is ABC de richüijn, T de 
top, TA, TB... zjjn beschrij vonden. 

Is de richtlijn een cirkel, dan heet 
het kegelvlak cirkelvormig en als 
bovendien de rechte, die den top met 
het middelpunt van de richtlijn ver- 
bindt, loodrecht op het vlak van dien 
cirkel staat, dan is het kegelvlak recht 
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Eigenschap 442. De meetkundige plaats der rechten^ die door één 
punt gaan en met een gegeven, door dat punt gaande rechte^ gelijke 
hoeken vormen^ is een recht cirkelvormig kegelvlak, 

Bewti's: (fig. 434). Zy namelyk T Q de gegeven rechte en stellen 
wy, dat Ta, T6 enz. geiyke hoeken daar- 
mede maken. Brengt men nu in een wille- 
keurig punt O van T Q een vlak aan J_ T Q 
dat de rechten Ta, T 6 . . . in A, B, enz. snijdt, 
dan ontstaan door vereeniging van A,B,.. 
met O congruente driehoeken T O A, T OB . . . 
want 

TO = TO, 

LT0A=LT0B = 1R, .-^ ^ 

L ATO= LBTO, 

derhalve O A = O B = . . . . Daar nu O een 

vast punt is en O A, O B . . . alle in hetzelfde 

vlak liggen en gelyk zyn, zoo liggen A, B, . . . 

op een cirkel in dat vlak en de rechten 

Ta, Tè... ztjn dus beschrijvende rechten Fig. 434. 

van een kegel, waarvan die cirkel de richtlijn 

is, terwyl de as T 0_L is op het vlak der richtiUn. Die kegel is dus 

een rechte cirkelvormige. 

235. Snijdt men een kegelvlak door een willekeurig plat vlak, 
dan is de doorsnede een kromme, die als een nieuwe ^richtlijn kan 
beschouwd worden. 

Denkt men in deze kromme een willekeurigen veelhoek beschreven 
en verbindt men de hoekpunten van dezen veelhoek met den top, 
welke ter weerszijden oneindig ver verlengd gedacht worden, dan 
ontstaat een veelvlakshoek met zijn tegengestelde figuur, die bij toe- 
name van het aantal zijden van den veelhoek voortdurend meer tot 
het kegelvlak naderen. 

Denkt men zich de verbindingslijnen van den top met de hoek- 
punten van den veelhoek niet verlengd, dan is het zydelmgsch opper- 
vlak van een veelzijdige pyramide ontstaan. Ten gevolge van N® 388 
kan men nu onmiddellijk besluiten: 

Eigenschap 443. Twee evenwijdige doorsneden van een kegelvlak 
zijn gelijkvormige figuren. 

Een gevolg van deze stelling is: 

Eigenschap 444. Snijdt men een cirkelvormig kegelvlak door platte 
vlakken, die evenvnjdig hopen met het vlak der richtlijn, dan zijn de 
doorsneden cirkels. 



Wij gaan nu over tot de doorsneden van een kegelvlak met een 
plat vlak, dat door den top gaat. 

Etgensohap 445. Een vlak, dat door den top van em kegelvlak 
gaat, heeft zooveel beschrijvende rechten met het kegelvlak gemeen, aU 
het aantal mijpunten van de richtlijn met het vlak bedraagt. 

Bewtis: Snijdt nameiyk een vlak U, dat den kegeltop T bevat, de 
riehtkromme PQ in A, en verbindt men A met T, dan ia deze rechte 
een beschryvende IJIn van het kegelvlak, terwjjl zö tevens in U moet 
^ liggen, omdat twee harer punten in U ge- 

legen zUn. Het vlak U en het kegelvlak 
tiebben dus de beschrijvende rechte T A 
gemeen , en hetzelfde geldt van elke andere 
beschrijvende rechte, die door een snijpunt 
van de kromme C D met het vlak U gaat. 
Onderstelt men nu, dat het vlak U met 
het kegelvlak nog eenig punt S gemeen 
had, dat niet Ugt op een der beschrij- 
venden, door de snijpunten van het vlak 
U met de riehtkromme getrokken, dan 
Fiit 436 ^°" ™®"' ^'^^"^^ hierboven voor AT, 

kunnen bewijzen, dat de beschrijvende 
rechte TS, en dus ook het snijpunt van TS met de riehtkromme, 
aan het vlak U en. het kegelvlak gemeen moest zijn, d. w. z. het 
snijpunt van T S met de riehtkromme zou in U moeten liggen , hetgeen 
tegen onze onderstelling strijdt. 

EigenBohap 446. Em vlak, dat door den top van een cirkelvormig 
kegelvlak gaat, heeft hoogslem twee beschrijvende rechten met het kegel- 
vlak gemeen. 

Deze stelling volgt onmiddellijk uit de vorige, in verband met de 
in N" 434 bewezen eigenschap, dat een plat vlak, dat een cirkel 
snijdt, hoogstens twee punten daarmede gemeen heeft. 

•236. Een der merkwaardigste eigenschappen van het cirkelvormig 
kegelvlak is, dat er behalve de zooeven genoemde reeks van cirkel- 
vormige doorsneden nog een tweede reeks van zoodanige doorsneden 




Om hiertoe te geraken, vermelden wij allereerst, dat het vlak, dat 
dooT de as van bet kegelvlak loodrecht op het grondvlak wordt ge- 
bracht, het hoofdvlak van den kegel genoemd wordt. Dit vlak 
snijde het kegelvlak volgens twee beschrijvende rechten T A en TB 
in flg. 436. 

Trekt men nu in A TAB een rechte C D antiparallel met A B, zoodat 

LTDC=LTAB, en LTCD=LTBA, 
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Fig. 436. 



en brengt men nu door C D een vlak aan, dat loodrecht op het hoofd- 
vlak staat, dan wordt de doorsnede van dit vlak CD met het kegelvlak 
de tegengestelde 
doorsnede genoemd. Op 
de volgende wtjze kan 
nu worden aangetoond, 
dat deze tegengestelde . 
doorsnede een cirkel is. 
Nemen w\J in die 
doorsnede een willekeu- 
rig punt P en brengen 
door dit punt een vlak 
A' B' evenwijdig aan het 
grondvlak, dan zal de 
lyn PQ, volgens welke 
de vlakken CD en A'B', 
die beide loodrecht op 
het hoofdvlak staan , 
elkander sneden, ook loodrecht staan op het hoofdvlak. Omdat de 
doorsnede A'B' een cirkel is, heeft men de eigenschap 

PQ* = A'QXB'Q. 

Maar de driehoeken A'QC en B'QD zyn gelijkvormig, omdat vol- 
gens de onderstelling L A' = L D en L C = L B' ; hieruit volgt de 

evenredigheid 

A' Q : D Q = C Q : B' Q. 
of 

A'QXB'Q = DQXCQ; 
derhalve 

PQ» = CQXI>Q- 

Hieruit blykt, dat het punt P van de doorsnede behoort tot een 
cirkel, die op de Hjn CD als middelUjn is beschreven; en daar dit 
punt willekeurig in de doorsnede is genomen, kan hetzelfde van al 
hare punten worden aangetoond, waaruit volgt, dat die doorsnede 
zelve een cirkel is. 

Wegens de gelijkvormigheid van alle evenwijdige doorsneden, geeft elk 
vlak evenwijdig aan CD op het kegelvlak een cirkel tot snijkromme. 

Wij hebben dus verkregen: 

Eigenschap 447. Een cirkelvormig kegelvlak heeft twee rijen cirkel- 
vormige doorsneden; de eene rij ia evenwijdig dan het grondvlak, de 
tweede evenwijdig aan de tegengestelde doorsnede, 

237. Wanneer een vlak twee opeenvolgende beschrijvende rechten 
met een kegelvlak gemeen heeft, noemt men het een raakvlak aan 
het oppervlak. 
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Men kan zich dan ook denken, dat een raakvlak de grens is, waai'toe 
een snijvlak van het kegelvlak, dat den top bevat, nadert, indien men 
dit snijvlak om een zöner sniJlijnen met het kegelvlak laat draaien, 
tot de tweede sniJUjn onmiddellijk naast de eerste komt te liggen. 

Elk der twee opeenvolgende beschrijvende rechten, die in het raak- 
vlak liggen, noemt men de contactribbe. 

EigeoBohap 448. Een raakvlak aan een kegelvlak bevat de raaklijn 

aan de richtlijn in het punt, waar deze laatste door de contactribbe 

gemeden umrdt. 

Bewtjfl! Zil in flg. 485 P Q de richtltin 
en U een snijvlak door den top, dat twee 
wiUekeurige beschrijvende rechten A T en 
BT met het kegelvlak gemeen heeft, dan 
zal U de snüHJn AB van de richtlijn ge- 
heel bevatten. Laat men nu het vlak U 




raai 
het . 



^ 
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spreekt men van een cirkelvormigen en van een rechten 
cirkelvormigen kegel. Het snyvlak wordt het grondvlak 
van den kegel genoemd. 

Uit het begin van § 235 is nu duidelyk: 

Eigenschap 450. Een kegel is de grens ^ waartoe een py randde 
nadert, welker grondvlak in een kromme beschreven is, indien men het 
aantal zijden van dat grondvlak voortdurend laat toenemen. 

In het bijzonder zal men een rechten cirkelvormigen kegel kunnen 
beschouwen als de grens, waartoe een regelmatige pyramide nadert, 
wanneer men het aantal zyden van haar grondvlak, dat in een cirkel 
beschreven gedacht wordt, voortdurend laat toenemen. Hierby verdient 
opmerking, dat het apothema van de regelmatige pyramide by de 
grens in de beschrijvende rechte van den rechten cirkelvormigen kegel 
overgaat, waarom men deze beschrijvende ook apothema van 
den kegel noemt. Dezelfde rechte heet ook wel de schuine z y d e. 

De formules, die voor het zijdelingsche oppervlak en voor den inhoud 
van een pyramide zyn afgeleid, kunnen dus onmiddellijk op dezelfde 
grootheden bij een kegel toegepast worden. Hierdoor verkrijgen wij 
uit N<> 391: 

Eigenschap 451. Het zijdelingsche oppervlak van een rechten cirkel- 
vormigen kegel is gelijk aan het haloe product van het apothema met 
den omtrek van het grondvlak. 

Duidt men den straal van het grondvlak van den kegel met r en 
het apothema of de schuine zijde met s aan, dan is dus 

het zijdelingsche oppervlak =: ^8Y^2n r = nr s. 

Evenzoo volgt uit N° 423, als men onder de hoogte van een 
kegel de loodlijn, uit den top op het grondvlak neergelaten, verstaat: 

Eigenschap 452. De inhoud van eiken kegel is gelijk aan het 
derde deel van het product van grondvlak en hoogte. 

Voor den cirkelvormigen kegel, welks grondvlak r tot straal heeft, 
terwijl de hoogte h bedraagt, is dus 

de inhoud = J tf r* A. 

239. Op dezelfde wijze, waarop een afgeknotte pyramide uit een 
pyramide verkregen wordt, kan men uit een kegel een af geknot ten 
kegel doen ontstaan. Men spreekt hierbij dan van het grond- en 
het bovenvlak en noemt den afstand tusschen deze vlakken de 
hoogte. 

Het is duidelijk, dat men een afgeknotten kegel kan beschouwen 
als de grens, waartoe een afgeknotte pyramide nadert, als men het 
aantal zijden van grond- en bovenvlak voortdurend laat toenemen. 
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In het bijzonder ontstaat op deze wiJze uit een regelmatige afge- 
knotte pyramide een afgeknotte rechte cirkelvormige kegel, welks 
beschrijvende rechte de grens is, waartoe het apothema van de regel- 
matige afgeknotte pyramide nadert. Die beschrijvende rechte heet 
daarom ook hier apothema. 

Uit N^ 393 volgt nu onmiddellijk: 

Eigenschap 453. Het ztjdelingsche oppervlak van een afgeknotten 
rechten cirkelvormigen kegel is gelijk aan het halve product van het 
apothema met de som der omtrekken oan grond- en bovenvlak. 

Duidt men de stralen van hert grond- en het bovenvlak met R en r, 
het apothema of de schuine z\jde met s aan, dan is dus 

het ztjdelingsche oppervlak = J«(2 7iR-[~2wr) = 7r«(R-|-r). 

Evenzoo volgt uit N® 424 

Eigensohap 454. De inhoud van eiken afgeknotten kegel is gelijk 
aan het derde deel van de hoogte^ vermenigvuldigd met de som der 
oppervlakken van het grondvlak^ het bovenvlak en een vlak^ dat mid- 
denevenredig is tusschen deze heide vlakken, 

In het bijzonder is voor een afgeknotten cirkelvormigen kegel, 
waarbij R en r de stralen van grond- en bovenvlak voorstellen, terwijl 
h de hoogte is, 

a = 7ïRS B = 7rrS 
dus 

en hieruit volgt dan 

de inhoud = i tt A (R* -f r* -f R r). 

240. Ten slotte zij de aandacht erop gevestigd, dat een cylindervlak 
kan beschouwd worden als een kegelvlak, waarvan de top zich naar 
het oneindige verwijderd heeft. Hierin ligt de oorzaak, dat alle eigen- 
schappen van deze vlakken zoo groote overeenstemming vertoonen. 

In het bijzonder wijzen wij er op, dat N° 447 evenzeer op een 
cirkelvormig cylindervlak als op een zoodanig kegelvlak toepasselijk 
is, zooals men gemakkelijk inziet, daar het medegedeelde bewijs met 
geringe wijziging op een cirkelvormig cylindervlak overgebracht kan 
worden. 



Vraagstukken. 

y 935. Se meetkundige plaats der punten, die op gelijken afstand van 
«en gegeven rechte verwijderd ziJn, is een reolit cirkelvormig eylin- 
dervlak. 

V 926. Door een willekeurig punt buiten een recht cirkelvormig 
cylindervlak kunnen steeds twee, maar ook niet meer dan twee, raak- 
vlakken aan het oppervlak getracht worden. 

/ 927. Door een willekeurige rechte kan in het algemeen geen raak- 
vlak aan een cylindervlak gebracht worden. 

928. Bewijs het omgekeerde van N° 436. 

929. De hoek tusschen twee raakvlakkea aan een recht cirkelvor- 
mig cylindervlak wordt middendoor gedeeld dóór het vlak, dat door 
hunne BntJUjn en de as gebracht wordt. 

930. Ben rechte, die de as van een cirkelvormig cylindervlak snUdt, 
en in dat oppervlak eindigt, wordt door de as middendoor gedeeld. 

981. Een rechthoek, waarvan de züden 7 en 9 cM. zjjn, wentelt 
eerst om de eene en daarna om de andere zjjde. Bepaal de verhou- 
ding van de oppervlakken en ook van de inhouden der beide omwen- 
tel ingBlichamen , 
J 932. Als het geheele oppervlak van een rechten cirkel vormigen 

cyUnder 7,58 dM*. ia en de hoogte 1 dM. bedraagt, hoe groot is dan 
de inhoud? 

938. Bepaal den inhoud en het oppervlak van den cirkel vormigen 
cyltnder, die om een regelmatig achtzjjdig prisma beschreven kan 
worden, als de z^de van het grondvlak 4 cM. en de hoogte 1 dM. 
bedraagt. 

■J 984, Bepaal den inhoud en het geheele oppervlak van de ringvor- 
mige figuur, die ontstaat door de wenteling van een rechthoek om 
een in zjjn vlak gelegen rechte, die evenwijdig aan een derz^denvan 
den rechthoek loopt en het andere paar niet snijdt. 

936, De oppervlakken van twee gelijkvormige rechte cirkelvormige 
cylinders verhouden zich als de vierkanten, de inhouden als de derde 
machten van gel^kstandige rechten. (Men noemt twee zoodanige cylin- 
ders gelijkvormig, als de hoogten evenredig zijn met de stralen van 
de grondvlakken.! 
■|L 936. Door een willekeurig punt gaan twee raakvlakken aan een 
cirkelvormig kegel vlak. 

X 937. Bewijs, dat door een willekeurige rechte in het algemeen geen 
raakvlak aan een kegelvlak gebracht kan worden, 

^ 938. Door toepassing van N° 448 een constructie aan te geven voor 
een raakvlak aan een kegelvlak, als het raakvlak door een gegeven 
punt gaan moet. 
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939. Hoe wijzigt zich de constructie van het vorige werkstuk: vooj 
een cylindervlak? 

940. BewJJs het omgekeerde van N® 449. 

_;^41. De hoek tusschen twee raakvlakken aan een recht cirkelvormig 
kegelvlak wordt gehalveerd door het vlak, dat door hunne srLüUJn 
en de as gebracht wordt. 

j^ 942. Een driehoek, waarvan de z^den 13, 14 en 15 cM. ztjn en 
waarin de hoogteHjn op de ztJde van 14 cM. getrokken is, vrentelt 
om deze zjjde. Bepaal den inhoud en het oppervlak van het ontstane 
omwentelingslichaam. 

943. Als een doorsnede, door de as van een rechten cirkelvormigen 
kegel gebracht, een tophoek van 36® en opstaande z\Jden van 6 dM. 
heeft, hoe groot ztJn dan het oppervlak en de inhoud van dien kegel? 

944. Om een regelmatige zeszijdige pyramide, waarvan het geheele 
grandvlak 6 (4 -|- 1^3) cM?» bedraagt, terwtJl het apothema van een^ 
der zijvlakken het dubbele is van de ztJde van het grondvlak, wordt ^ 
een kegel beschreven. Bepaal het oppervlak en den inhoud van dien kegel. 

945. De oppervlakken van twee gelijkvormige rechte cirkelvormige^, 
kegels verhouden zich als de vierkanten, de inhouden als de derde ' 
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machten van geiykstandige rechten. (Vergeiyk hét by N® 935 gevoegde.) 
SL 946. Hoe groot is het ronde oppeiTlak en de inhoud van een afge- 
knotten kegel, die van een rechten cirkelvormigen kegel (straal grond- 
vlak =3, hoogte = 8 cM.) wordt afgesneden door een vlak, dat op een 
i^ \ afstand van 2 cM. van den top van dien kegel aangebracht wordt? 

^ ^ ' ^ 947.j^Qijk en in de asdoorsnede van een afgeknotten kegel kan een 

cii^l ,^ Deschreven worden. Als de evenwijdige zyden dier doorsnede a 
^ h ziJn, hoe groot zlJn dan het oppervlak en de inhoud van dien 
J ^afgeknotten kegel? 
n^* J 948. Een rechthoekig trapezium, waarvan de rechthoekszyde 3 cM. 
-^^ s ^s, terwijl de evenwijdige zijden 5 en 9 cM. bedragen, wentelt om de 

schuine zijde. Bepaal het oppervlak en den inhoud van het ontstane 
omwentelingslichaam. _ *: ' ^"^ 

' 's ' 
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DE BOL. 



241. Onder de overige gebogen oppervlakken, welker eigenschappen 
zich op eenvoudige vTflze laten afleiden, wordt wel de belangrijkste 
plaats ingenomen door den bol. 

Een bol is de meetkundige plaats der punten, die geleken afstand 
hebben tot één punt. Dit punt wordt het middelpunt genoemd. 

Elke rechte, die het middelpunt met een punt van den bol verbindt, 
heet straal. 

Een rechte, die twee punten van den bol met elkander verbindt, 
heet koorde en een koorde, die door het middelpunt gaat, heet 
middelltJn. 

Volgens de definitie van den bol geldt: 

Eigenschap 455. Alle stralen van een bol zijn gelijk. 

Omdat elke middelltjn uit twee stralen bestaat, zullen dus ook alle 
middellonen van een bol gelyk z\jn. 

Twee punten van een bol, die op één middellyn liggen, heet#n 
elkanders tegenpunten. 

242. Ten einde de doorsn\Jding van een bol met een plat vlak te 
onderzoeken, kan men denzelfden weg kiezen, dien wy in de plani- 
metrie bö de snyding van een cirkel met een rechte gevolgd hebben. 
Daartoe is het dan noodig te voren de volgende eigenschappen te 
bewflzen : 

Eigenschap 456. De loodlijn , uit een punt op een vlak neerge- 
laten , ia korter dan elke schuine lijn, die dat punt met een punt van 
het vlak verbindt. 

Voor .het bewtJs is alleen noodig het voetpunt van de loodlyn met 
dat van de schuine liJn te verbinden, waardoor een rechthoekige drie- 
hoek ontstaat, die de schuine lyn tot hypothenusa, de loodlfln tot 
rechthoekszyde heeft. 
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Evenzoo bewast men gemakkelijk: 

Eigenschap 457. Twee echuine lijnen^ uit een punt naar een vlak 
getrokken j zijn gelijk^ als hare vaetpunten even ver liggen van hetvoet^ 
punt der loodlijn, uit dat punt op het vlak neergelaten^ en omgekeerd , 
als twee schuine lijnen gelijk zijn, dan liggen hare voetpunten op ge- 
lijken afstand van het voetpunt der loodlijn. 

Eigenschap 458. Een schuine lijn, uit een punt naar een vlak 
getrokken, wordt langer^ als haar voetpunt zich verder van het voet- 
punt der loodlijn verwijdert en omgekeerd^ als twee schuine lijnen 
ongelijk zijn, dan ligt het voetpunt van de langste schuine lijn verder 
van het voetpunt der loodlijn verwijderd dan het voetpunt van de 
kortste schuine lijn, 

Wy voegen hieraan nog een belangrijke eigenschap toe, die met de 
vorige eigenschappen in nauw verband staat: 

Eigenschap 459. De meetkundige plaats van de rechten, die uit 
één punt naar een plat vlak getrokken worden en gelijke lengte hebhen, 
is een rechte cirkelvormige kegel, waarvan de loodlijn y uit dat punt op het 
vlak neergelaten, de as is. 

BewQs: Zy namelyk P ^p 

het punt, M het voetpunt 
der loodlijn uit P op het 
vlak U en ABC een cir- 
kel, om M in het vlak U 
beschreven, dan is vol- 
gens NO 457 ^ ^ 



PA = PB=PC = enz., 




Fig. 438. 



terwijl volgens N® 458 

elke rechte, die P met 

een niet op den cirkel M gelegen punt verbindt, ook niet gelijk is 

aan P A. 

Bij het vorige sluiten zich nu de volgende eigenschappen aan: 

Eigenschap é60. Als de afstand van het middelpunt van een bol 
tot een plat vlak grooter is dan de straal, dan hebben dat platte vlak 
en die bol geen enkel punt gemeen. 

Eigenschap 461. Als de afstand van het middelpunt van een bol 
tot een plat vlak gelijk is aan den straal, dan heeft het platte vlak 
met den bol één punt gemeen. 

Eigenschap 462. Als de afstand van het middelpunt van een bol 
tot een plat vlak kleiner is dan de straal, dan heeft het platte vlak 
met den bol een cirkel gemeen, waarvan het middelpunt ligt in het 
voetpunt der loodlijn, uit het middelpunt van den bol op het platte 
ülak neergelaten. 
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Wy geven hier slechts het bewys Van de laatste stelling: 

Gegeven: de bol M en het ^„....— -^ 

vlak U. O is het y< ^^\ 

voetpunt der lood- / \ 

l\jn, uit M op IJ / \ 

neergelaten. f M | 

MO < den straal r. L- /l — 7 — jr^ 

Tebewtjzen: het vlak U en ^>^ \f / yo y v^ 

de bol hebben C_ \ ^*'^ '^yi,^^ 

een cirkel ge- '"^^^^^--^ 

meen. _. 

Fig. 439. 

Bewjjs: Volgens het %^%^' 

vene Hgt O niet op den bol. Wanneer men nu uit M alle mogelijke 
schuine rechten naar het vlak U getrokken denkt, dan zullen deze 
volgens W 468 grooter worden, naarmate hare voetpunten verder van 
O verwijderd zyn en daar MO < ris, moeten er dus ook schuine lijnen 
zyn, die gelijk aan r zjjn, welker voetpunten dan op den bol en in 
U hggen, dus tot de snylyn van den bol met ü behooren. Maar vol- 
gens N^ 457 hggen de voetpunten dier schuine lynen alle even ver van 
O, dus op een cirkel om O beschreven. Deze cirkel is dus de snylyn 
van den bol en het vlak. 

Stelt men den straal van den bol door R, den afstand MO door a 
en den straal van de doorsnede door r voor, dan volgt uit den recht- 
hoekigen driehoek MOA onmiddellyk 

r* = R* — a*, 

zoodat de straal van den cirkel, die de doorsnede vormt, kleiner 
wordt, naarmate het sntjvlak verder van het middelpunt van den bol 
verwijderd is. 

Men ziet onmiddelltJk in, dat een vlak, dat door het middelpunt 
van den bol gaat, dezen snijdt volgens een cirkel, waarvan de straal 
geiyk is aan dien van den bol. 

De doorsnede van een bol met een vlak, dat door het middelpunt 
gaat, wordt een groote cirkel op den bol genoemd, terwyl de 
doorsnede van den bol met elk ander vlak een kleine cirkel heet. 

De straal van een kleinen cirkel is tusschen de grenzen R en nul 
gelegen. 

Eigenschap 463. Em, groote cirkel is door twee punten van den 
bol bepaald, 

Bew^s: Deze twee punten en het middelpunt bepalen namelyk het 
vlak, waarin de cirkel Uggen moet. 

De boog van den groeten cirkel, die twee punten op den bol 
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verbindt, wordt de sphaerische afstand dier punten genoemd. 
Eigenschap 464. Door drie mllekeurige punten op een bol is een 
kleine cirkel bepaald. 

Bewjjs: Deze kleine cirkel is namel^k de doorsnede van den bol 
met het vlak, dat door de drie gegeven punten gaat. 

Eigenschap 465. Twee groote cirkels op een bol hebben steeds ttcee 
punten gemeen^ die op een middellijn liggen, 

Bewtjs : Daar de vlakken dier groote cirkels beide door het middel- 
punt gaan, hebben zy in elk geval één punt, dus volgens N° 301 een 
rechte gemeen en deze rechte is een middellyn van den bol. De uit- 
einden dezer middelltjn moeten dan op de beide groote cirkels liggen. 
243. De rechte, die in het middelpunt van een cirkel loodrecht op 
ztjn vlak wordt opgericht, heet de as van den cirkel. 

Eigenschap 466. De as van een kleinen cirkel op een bol is de 
rechte j die het middelpunt van den cirkel met dat van den bol verbindt, 

Bew^s: Denkt men namelijk het mid- 
delpunt O van den cirkel met M verbon- 
den en brengt men een willekeurig vlak 
door MO, dat het vlak van den cirkel O 
volgens AB snjjdt, dan is A MAB ge- 
Itjkbeenig en omdat AO = OB, is dus 
MO_LAB. MO is dus loodrecht op elke 
rechte in het vlak van den cirkel O, dus 
ook op dat vlak. 

Ligt een cirkel op een bol, dan noemt 
men de snijpunten van zyn as met den 
bol de polen van den cirkel. 
Men bewijst gemakkelyk, dat cirkels op een bol, welker vlakken 
evenwijdig loopen, dezelfde as en dezelfde polen hebben. 

Eigenschap 467. Alle punten van een cirkel op een bol hebben ge- 
lijken afstand van elk der beide polen, 
Bewigs: Zy O de cirkel en stel 
dat MO den bol in P en P' snydt. 
Verbindt men dan twee willekeurige 
punten A en B van den cirkel met 
O en met een der polen, b. v. met 
P, dan is 

APAO^APBO, 

(PO = PO, AO = BO, 

LP0A=LP0B = 1R), 




Fig. 440. 




dus is 



PA = PB. 
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Denkt men nu door de punten P en A en evenzoo door P en B 
groote cirkels gebracht, dan zjjn de rechten PA en PB gelyke 
koorden in deze gelyke cirkels, dus zyn ook de bogen PA en PB 
gelyk. Hieruit volgt: 

Eigenschap 468. Alle punten van een cirkel op een bol hebben 
gelijken sphaeriscfsen afstand van elk der polen. 

Eigenschap 469. De sphaeriache afstand van de pool van een 
grooten cirkel tot elk punt van dien cirkel bedraagt 90°. 

Het omgekeerde van deze eigenschap luidt: 

Eigenschap 469*. Als een punt P op een boloppervlak ÉO® is ver- 
wijderd van twee punten Q en B, op dat oppervlak , dan is P een 
pool van den grooten cirkel, door Q en B, gaande. 

Bewtis : Denkt men namelyk de punten P, Q en R met het middel- 
punt M van den bol verbonden, dan is volgens het» onderstelde 

MP_LMQ en MP_LMR, 

dus is MP loodrecht op het vlak van den grooten cirkel QR. 

244. Verstaat men onder den hoek tusschen twee krommen, 
«venals in de planimetrie, den hoek tusschen de twee raaklijnen, in 
«en snypunt aan die krommen getrokken, dan gelden de navolgende 
eigenschappen : 

Eigenschap 470. Jje hoek tusschen twee groote cirkels op een bol 
is een standhoek van den tweevlakshoek tusschen hunne vlakken, 

Bewtjs : ZiJn P Q en R S de groote 
5--*^ "^"-^ cirkels, zoodat de rechte AB, die 

^"A^ NT hunne snijpunten verbindt, een mid- 

y\\ ;\ dellyn is. Men heeft dan slechts te 

Y j \ I \ bewijzen, dat de raaklflnen, in Aaan 
/ ^/ / \^ / \ die cirkels getrokken, een standhoek 
I / \ ; \' I vormen. 

\ / \ / /\ I De raaklyn AD, in A aan den 

\ / \ / y I / cirkel R S getrokken , staat lood- 

X ^^i I / recht op den straal AM in het vlak 

^\r \ yO^ RS en is dus een been van den 

^ standhoek tusschen de vlakken RS 

Fiff. 442. ®^ -^ Q- Evenzoo is de raaklyn A C 

het andere been. 
Eigenschap 471. De hoek tusschen twee halve groote cirkels is 
gelijk aan den boog van den grooten cirkel, die hunne middens 
verbindt. 

Bew^s: Z\|n CAC' en CaC de halve groote ciikels , M en tw' hunne 
middens, dan is volgens de planimetrie 

MO_LCC' en mO_LCC', 
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Pig. 443. 



Te bew^'zen: bg. Pp = 



dus L MOm is een standhoek 
van de vlakken der halve groote 
cirkels, m. a. w. bgmM is ge- 
lyk aan den hoek tusschen die 
vlakken. 

Eigenschap 472. De hoek tus- 
schen twee groote cirkels is gelijk 
aan of het supplement van den 
sphaerischen afatand der polen 
van de cirkels. 

Gegeven: P en P' zyn de polen 
van den grooten cirkel AB, /> en 
p' die van den grooten cirkel ab, 
L aCA. 

Bewtjs: Verlengt men denboog^ 
P/>, tot deze cirkel AB ^n Q in 
cirkel ab in q snydt, dan zyn vol- 
gens N® 469 bg. P Q en bg. jD j- 
elk 90*=^, dus 

bg.PQ = bg./?j, 

Vermindert men beide leden dezer 
vergelijking met den boog p Q , dan 
vindt men 

bg.P;> = bg.Qy. . (1> 

Nu kan echter gemakkelyk be- 
wezen worden, dat de punten Q 
en q de middens der bogen C B C* 
en Gbc' zyn. Immers, daar 

O P _L het vlak A B en O p _L het vlak a b 

is, zullen OP en Op beide loodrecht op de snyliJn CC' dier vlakken 
zyn, zoodat ook OQ en Og'.LCC' zyn. Dus z\|n Q en j de middens, 
der bogen CBC' en C6C' en volgens N*^ 471 is dan 

bg Q j = den hoek tusschen de halve cirkels CBC' en ObG' 

en volgens (1) is dus ook 

bg P jogden hoek tusschen die cirkels. 

Eindelijk is nu ook duideiyk, dat bgpP' of bg P/?' het supplement 
moet ziJn van den hoek tusschen de halve cirkels CBC' en Gb C'. 
. 245. Wij gaan nu over tot de beschouwing van de raakltjnen aan een boL 
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Eigenschap 473. Een raaklijn aan een bol staat loodrecht op den 
straal naar het raakpunt, 

Bew^s: Volgens N® 429 heeft men slechts dezelfde eigenschap 
voor een raaklyn aan een kromme op den bol te bewezen. 

Zy nu PBAQ zulk een kromme en laten A en B twee willekeu- 
rige punten daarop voorstellen. Uit de gelykbeenigbeid van A M A B 
volgt dan, dat 

LMBS=LMAR = 90^-fiLAMB 

is. Laat men nu A onveranderd, maar B langs de kromme tot A 
naderen, dan biyven steeds die twee buiten- 
hoeken de aangegeven waarde behouden, ter- 
wijl, als B naast A komt te liggen, L ^ A. * B 
tot nul genaderd is, dus is dan 4l^iV 

L M B S = 1 R. 

Eigenschap 474. Alle raaklijnen^ in een 
willekeurig punt van een bol aan het opper^ 
vlak getrokken, liggen in een plat vlak. 

Bewtjs: Deze raaklynen staan nameiyk vol- 
gens de vorige eigenschap alle loodrecht op 
den straal naar het raakpunt en wel in het- 
zelfde punt van dien straal. Volgens N® 310 Fig. 445. 
liggen dus al die raakl\jnen in een plat vlak. 

De meetkundige plaats der raaklynen, in een punt vaii een bol aan 
het oppervlak getrokken, wordt raakvlak aan den bol genoemd en 
dat punt heet het raakpunt van het raakvlak. 

Uit het vorige volgt nu onmiddellijk : 

Eigenschap 475. Een raakvlak aan een bol staat loodrecht op den 
straal naar het raakpunt, 

246. Met betrekking tot den stand eener rechte ten opzichte van 
een bol valt verder nog het vol- 
gende op te merken. 

De snijding van een rechte A B 
met een bol komt daarop neer, 
die punten der rechte te bepalen , 
welker afstand tot het middel- 
punt van den bol geiyk is aan 
den straal van den bol. 

Denkt men een vlak gebracht 
door het nïiddelpunt M en de 
rechte AB, dan sntjdt het den Fig. 446. 

bol volgens een groeten cirkel 
en het vraagstuk, de sny punten van AB met den bol te bepalen, is 




dan 
Tinc 
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Bewtjs: Zyn namelyk Q en R punten der aanrakingskromme en 
trekt men 

Q Qi _L M Pi , en R R, JL M P, 

dan zyn, zooals reeds in het bewys van de vorige eigenschap aange- 
toond is, de driehoeken MQP en MRP congruent, en dus is 

LQMP=LPMR (1) 

Nu zijn dus de rechthoekige driehoeken Q Qj M en R Rj M congruent, 
v^aaruit volgt 

MQi = MR,, 

zoodat het voetpunt R, der loodlyn, uit R op MP neergelaten, samen- 
valt met het voetpunt Q| der lood- 
lyn, uit Q op die zelfde rechte ge- 
trokken, en hetzelfde geldt voor de 
voetpunten van alle loodiynen, uit 
de verschillende punten der aan- 
rakingskromme op M P neergelaten. 

De punten der aanrakingskromme 
zyn dus alle gelegen in loodlynen, 
die in één punt Q, van MP lood- 
recht op M P getrokken worden. Zfl Fig. 448. 
liggen dus in het vlak, dat in 

Qi _L M P aangebracht wordt on , daar zy ook op den bol liggen , vormen 
zy de doorsnede van dat vlak met den bol, d. i. een kleinen cirkel. 

Te geltjker tyd volgt uit de reeds herhaaldelijk vermelde congruentie 
van de driehoeken MQP en MRP, dat 

PQ = PR 

is, of in woorden : 

Eigenschap 481. Alle raahlijneny uit een punt aan een hol ge- 
trokken^ zijn gelijk. 

Laat men P hoe langer hoe verder van M zich Verwijderen, dan 
nadert de omhullende kegel tot een omhullenden cylinder. 

Uit den rechthoekigen driehoek MQP in fig. 448 besluit men vol- 
gens N° 181 

MQ* = MQïXMP, 
of, als MQ:^R gesteld wordt. 




MQi = 



R^ 
MP* 
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Als. nu MP in het oneindige aangroeit , dan komt het punt Q, vol- 
gens deze vergeiyking hoe langer hoe dichter b^ M te liggen, zoodat 
ook . de afstand van het vlak , waarin de aanrakingskromme ligt , tot 
het middelpunt van den bol hoe langer hoe kleiner wordt. 
Wji komen zoodoende tot 

Eigenschap 482. Een omhullende cylinder raakt een bol volgens 
een grooten cirkel. 

248. Ten slotte maken wy nog met een enkel woord melding van 
de verschillende gevallen die ten opzichte van den onderlingen stand 
van twee bollen onderscheiden kunnen worden. 

Men kan namelijk hierby volkomen dezelfde methode volgen, die in 
de planimetrie gevolgd werd by de beschouwing van den onderlingen 
stand van twee cirkels. Eenvoudiger is echter een andere methode, 
welke wy by een enkele der hierop betrekking hebbende stellingen 
zullen toepassen: 

Eigenschap 483. Als de afstand der middelpunten van twee bollen 
kleiner is dan de som van hunne stralen en grooter dan het verschil , 
dan hebben deze boUen een cirkel gemeen. 

Bewti's : Denken wfl door de rechte M O een willekeurig vlak U 

gebracht, dan snydtdit 
de bollen volgens twee 
groote cirkels AB en 
CD. Voor deze cirkels 
geldt dan evenzeer, dat 
de afstand hunner mid- 
delpunten kleiner is dan 
de som en grooter dan 
het verschil der stralen. 
Volgens N° 91 zullen 
zy dus twee punten P 
en Q gemeen hebben, 
die dan ook aan de 
bollen gemeen z\]n. 
Laat men nu het vlak U om M O draaien , dan verkry gt men telkens 
een paar andere groote cirkels tot doorsnede, die dan weder andere 
punten P' en Q' gemeen hebben , welke ook tot de beide bollen behooren. 
Op deze wflze kan men achtereenvolgens alle punten, die aan de 
bollen gemeen zyn, verkregen en wfl zullen aantoonen, dat deze op 
een cirkel moeten liggen. Daartoe is slechts noodig op te merken, 
dat by die draaiing de driehoek MP O onveranderd blyft, zoodat het 
voetpunt p der loodlijn , uit P of uit Q op M O neergelaten , dan ook 
steeds dezelfde plaats moet behouden. Dus liggen al de punten 
P, P' . . . in een vlak, dat in p loodrecht op MO wordt aangebracht, 




Fig. 449. 
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6n daar z\j ook op den bol M (of O) moeten liggen , bevinden z\| zich 
dus in de snyi^n van dat loodrechte vlak metdenbol,d.i. ineen cirkel. 

Volgens deze methode of die, v^elke in de planimetrie gevolgd is, 
bev^Ust men ook gemakkelijk 

Eigenschap 484. A h de afstand der middelpunten van twee bollen 
gelijk is aan de som of aan het verschil der stralen, dan hebben die 
bollen één punt gemeen. 

De bollen voorden in dit geval rakend genoemd, en wel uit- 
wendig rakend of inwendig rakend, naarmate zich het' eerste 
of het tweede geval voordoet. 

By het bewys van N° 484 biykt onmiddellök 

Eigenschap 485. Bij twee rakende bollen ligt het raakpunt op de 
rechte, die de middelpunten verbindt, 

Eindelyk noemen wy nog 

Eigenschap 486. Twee rakende boUen hebben in het raakpunt een 
gemeenschappelijk raakvlak. 

Bewtjs: Zy A het 
raakpunt van de twee 
bollen. Het raakvlak 
aan den bol M in A 
moet dan volgens N^ 475 
_i. M A staan en dat 
aan den bol O in A is 
evenzoo _L O A. Daar 
MA en OA in elkan- 
ders verlengde liggen, 
vallen deze beide raak- 
vlakken volgens N® 311 
samen. 




Fig. 450. 



Vraagstukken. 



949. Bewys, dat een groote en een kleine cirkel van een bol elkander 
niet kunnen middendoor deelen. 
^ 950. Twee kleine cirkels op een bol kunnen niet hetzelfde middel- 
punt hebben. 

/^y^ 951. Kunnen twee kleine cirkels op een bol elkander middendoor 
deelen ? 
>"? 952. De hoek tusschen twee kleine cirkels op een bol is niet een 
standhoek van hunne vlakken. 

953. Door een willekeurig punt van een bol kan men slechts één 
groeten cirkel loodrecht op een gegeven groeten cirkel aanbrengen. 

954. Alle rechten, die een willekeurig punt met de verschillende 



^ 
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punten van een bol verbinden, zt)n grooter dan het eene en kleiner 
dan het andere stuk der middell^Jn, die door dat punt gaat. 
y 956. Hoe construeert men het punt van een bol, dat den kleinsten 
afstand heeft tot een gegeven rechte, die den bol niet sn^dt? 

966. CoriBtrueer een raakvlak aan een bol, dat evenwijdig is aan 
een gegeven vlak. 

- 957. Construeer een raakvlak aan een bol door een gegeven rechte, 

die den bol niet anOdt, 

/■ 9Ö8. De doorsnede van twee raakvlakken aan een bol is evenwijdig 

/ aan de as van den gi'ooten cirkel, die door de raakpunten gaat. 

/ 959. De hoek tusschen twee raakvlakken aan een bol wordt middendoor 

gedeeld door het vlak, dat door hunne snülfjn en het middelpunt gaat. 

960. De meetkundige plaats der middens van alle koorden van een 
bol, die door een gegeven punt gaan, is een bol. 

961. De loodiyn, uit een willekeurig punt van een bol neergelaten op 
een middeliyn, is middelevenredig tusschen de twee deelen dermiddelltjii. 

962. Trekt men uit een punt van een bol een koorde en een mid- 
dellijn, dan ia de koorde middel evenredig tuaschen de middenin en 
hare projectie daarop. 

963. Gegeven een bol M met een straal van 6 cM. en een punt P 
zoodanig, dat MP^9 cM. is. Bepaal de lengte der loodljln uit het 
raakpunt van een door P gaande raakiyn, op MP neergelaten, 

/ 964. De middelpunten van twee bollen, met stralen van 5 en 4dM. 
beschreven, hebben een afstand van 7 dM. Bepaal den straal van den 
cirkel, volgens welken de bollen elkander snijden. 
/ 965 Trekt men uit een willekeurig punt enyiynen aan een bol, dan 
heeft het product der stokken van elke daarop afgesneden koorde een 
standvastige waarde. 

Het product der stukken van een koorde, die door een puntPgaat, 
heet de macht van het punt ten opzichte van den bol. 

•966. De meetkundige plaats der punten, die gemke machten hebben 
ten opzichte van twee bollen, is een plat vlak, loodrecht staande op 
de rechte, die de middelpunten verbindt. 

Dit vlak heet het machtvlak der bollen. 

•967. De drie machtvlakken van drie bolleu, twee aan twee genomen 
hebben een rechte gemeen. 

•968. De zes machtvlakken van vier bollen, twee aan twee genomen , 
gaan door één punt. 

•969. De verbindingslijnen van de uiteinden van elk paar evenwijdige 
stralen van twee bollen snijden de rechte, die de middelpunten ver- 
eenigt, in hetzelfde punt. 

Men verkrijgt op deze wijze het inwendig en het uitwendig 
gelijkvormigheidspunt der bollen. 



U3 

*970. Een gemeenschappelijk raakvlak aan twee bollen gaat door 
een der geltJkvormigheidspunten. 

♦971. Door een gegeven punt een gemeenschappelyk raakvlak aan 
twee bollen te construeeren. 

•972. De drie uitwendige geltjkvormigheidspunten van drie bollen, 
twee aan twee genomen, liggen op één rechte. 

*973. Een gemeenschappeiyk raakvlak aan drie bollen te construeeren. 
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In NO 488 zal biyken in welk verband de laatstgenoemde oppervlakken 
tot het oppervlak van een bolsegment of bolschyf staan. 

250. Eigenschap 487. Het zijdelingsche oppervlak van een rechten 
cirkelvormigen kegel of afgeknotten kegel is gelijk aan het product van 
<Je hoogte^ met den omtrek van een cirkel^ die tot straal heeft de rechte^ 
die in het midden van het apothema loodrecht hierop wordt opgericht^ 
gerekend van dat midden tot aan het snijpunt dier rechte met de as 
van het oppervlak. 

a. Gegeven in fig. 452: aT 

AA' = A'T,A'NJ_AT. 

Te bewigzen : Het ztjdelingsche oppervlak van 

den kegel = MTX2n^A'N. 

Bewijs: Volgens N° 451 is 

het zUdelingsche oppervlak van den kegel = 

ttAMXAT. 

Maar, daar A A' = A' T is, zoo zal, als men 
A'B'IIAB trekt, AM = 2A'M' zyn, der- 
halve wordt Fig. 452. 

het zijdelingsche oppervlak = 2 TT A' M' X -A. T . . . (1) 

Nu is echter AA'M'Nco A TMA, omdat de zyden van den eenen 
driehoek loodrecht staan op die van den anderen, zoodat zy gelyke 
hoeken hebben. Dus is 




of 



A'M':TM = A'N:AT, 

A'M'XAT=A'NXTM, 

en door deze uitkomst in de vergelijking (1) in te voeren, vindt men 

het zydelingsche oppervlak := 2 n A' N X T M. 

b. Gegeven in fig. 453 : A A' = A' C, A' N _L A C. 

Te bewijzen: 

het ztJdelingsche oppervlak van den afgekn. kegel = P M X 2 ^r A' N. 

Bewijs: Volgens N® 453 is 

het zijdelingsche oppervlak van den afgekn. kegel = n (A M -|- C P) A C. 
Trekt men nu in het trapezium ABDC, dat een doorsnede door 
de as van den afgeknotten kegel voorstelt, een rechte A'B'||AB, 
dan is volgens vraagstuk 180 

A M + C P = 2 A' M', 
II. 10 



u 
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name van het aantal evenwydige vlakken, nadert de gebroken Ifln 
A A, Aj A, C hoe langer hoe meer tot den cirkelboog A C en hierdoor 
is het duideltjk, dat dan tevens de som der afgeknotte kegels hoe 
langer hoe meer zal naderen tot het bolsegment. 

De twee vorige eigenschappen stellen ons nu onmiddelltJk in staat 
een formule voor het zydelingsche oppervlak van een bolsegment en 
van een bolsch^f af te 
leiden. 

Beschouwen wfl name- 
lijk een der afgeknotte 
kegels, b. v. A|AjBjB, 
(fig. 455), en bepalen w\) 
hiervan het zfldelingsche a^ 
oppervlak met behulp van 
N" 487. 

Merken wy daartoe eerst 
op , dat O C na verlenging 
door het middelpunt van 
den bol gaan moet. De 

loodliJn, in het midden m der koorde A, Aj van den cirkel M opgericht, 
moet evenzeer door M gaan. Dus is nu 

het zydelingsche oppervlak van den afgeknotten kegel = 2 tt wM X O, Oj. 

Hierin kan mM als volgt vervangen worden: 





ió:-^''!^^ 
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Fig. 455. 



m M = 1/ Aj M* — Al m, = t/ R* — I A, A^S 

als R de straal van den bol voorstelt, waartoe het segment behoort. 
Dus is 

het zijdelingsche oppervlak van den afgeknotten kegel 



= 2 TïOi Oj v/ R* — i ^1 A,*. 

Een dergelijke uitdrukking vindt men voor elk der afgeknotte kegels 
en ook voor den kegel, die een deel van het bolsegment vormen. 

Door al deze uitdrukkingen op te tellen en daarna de grens te be- 
palen, vindt men het oppervlak van het bolsegment. Daarbij nadert 
A, Aj tot nul en dus nadert de som tot 

2 71 O O, X I^ + 2 ^ O, O, X I^ + • • • = 2 ^ R (O Oj + Ot O2 + . . .), 

= 2 7rRXOC. 

Hierdoor hebben w^j dus verkregen: 

Eigenschap 489. Het bolvormig oppervlak van een bolsegment en van 
een bolschijf is gelijk aan het prodtuct van de hoogte met den omtrek 
van een grooten cirkel van den bol, waartoe het segment behoort. 



Opmerking: Laat men eeaige opeeavolgende z^den van ©en regel- 
matigen veelhoek om een middeliyn van den omgeschreven cirkel 
wentelen, dan ontstaat een oppervlak, dat ook als de som van een 
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hoekjes pqr^ qrs,,,, ontstaan, dan kan men het bolvormig opper- 
vlak beschouwen als de grens, waar- 
toe de som van de oppervlakken van 
al die driehoekjes nadert, als men 
het aantal op den bol aangenomen 
punten voortdurend laat toenemen. 

Denkt men bovendien al die punten 

p, j, r met M verbonden , dan 

ontstaan pyramiden Kpqr^Mqrs,.». 
en de kegelvormige bolsector zal dan 
de grens z\|n, waartoe de som dezer 
pyramiden by toename van het aan- 
tal punten p, q, r nadert. 

Beschouwen wj) nu een dezer pyra- 
miden afzonderlijk, b. v. Mpqr^ en 
denken wfl daarin de hoogteiyn uit M getrokken. Het voetpunt zy 
met m aangeduid en worde met /?, q, r ver- 
bonden. Dan is (fig. 457), 

want het eerste paar dezer driehoeken heeft b.- v. 
wM gemeen en verder is Mjt> = Mg' = den 
straal van den bol, terwyl 




Fig. 456. 



l^'M.mp=l^M.mq = lB, 



is. Dus is 



mp = mq^=mr = den straal van den cirkel, 
om l^pqr beschreven. 




Fig. 467. 



Duidt men dezen met r en den straal van den bol met R aan, 
dan is nu 



Mw = t/R* — r*. 



en dus is 



de inhoud der pyramide Mp qr = i(l^pqr){/ R*— r*. 
Op dezelfde wüze vindt men voor de pyramide Kq rs 



Inhoud = è ( A* ? r «) v' R*— n*» 
als r, de straal is van den cirkel, om A yr* beschreven. 

Door voor alle pyramiden den inhoud te bepalen, de uitkomsten te 
É(ommeeren en van die som de grens te zoeken, vindt men ten slotte 
den inhoud van den kegelvormigen bolsector. Laat men nu p, ^, r, « . . . 
voortdurend meer tot elkander naderen, dan zullen ook de stralen der 
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omgeschreven cirkels van de driehoekjes jt? g^ r, qra,,,, steeds meer 
tot nul naderen, zoodat 



V/R*— r», 1/R*— r», .... 
ten slotte in R overgaan. Dus is 

de inhoud van den kegelvormigen bolsector = 

= de grens van JR(Aj?9^+ ^ ?^* )» 

= J R X höt oppervlak der figuur A B C D op den bol. 

Opmerking: Trekt men op het oppervlak van den bol twee ge- 
sloten krommen A B C D en A, B, C, Dj, 
waarvan de eerste geheel binnen de 
tweede ligt, dan kan men twee kegel- 
vlakken met M als top construeeren , 
die elk een dier krommen tot richtjyn 
hebben, en men zietdanonmiddellykin, 
dat voor het deel van den bol, dat tus- 
schen die twee kegelvlakken ligt, even- 
zeer de formule geldt: 

Inhoud = t R X l^öt oppervlak van het 
deel van den bol, gelegen tusschen A B C D 
Fig. 458. en A,BiC,D,. 

253. Indien de kromme ABCD in fig. 457 een kleine cirkel op den 

bol wordt, zooals in fig. 459, dan kan 
de inhoud van den daarb\j behoorenden 
kegelvormigen bolsector gemakkelijk 
verder berekend worden. Want nu is 
het deel van het boloppervlak, door 
dien cirkel begrensd, dat van een bol- 
segment, dus is 

de inh. van den kegelv. bolsector M ABC 

= JRXopp.ABC = èRX2»iRA, 
= |^R*A, (1) 





Fig. 459. 



waarift A = O B de hoogte van het bol- 
segment voorstelt. 
Wanneer wö in het vervolg van een kegelvormigen bolsector spreken , 
bedoelen w\j steeds een zoodanigen, waarby het kegelvlak, zooals in 
fig. 459, recht en cirkelvormig is. 

Laat men den cirkel O in fig. 459 steeds meer tot het middelpunt 
M naderen, zoodat die cirkel eindelyk in een groeten cirkel overgaat, 
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dan kan men uit de vergelijking (1) den inhoud van een halven bol 
bepalen. Omdat K dan in B overgaat, vindt men: 

de inhoud van een halven bol = f ttR', 

«n hieruit volgt nu 

Eigenschap 498. De inhoud van een bol is | n E'. 

Somtijds is het wenscheiyk den inhoud van een bol uitgedrukt in 
z\jn middellijn d te kennen. Omdat R=:| d is, vindt men 

I = ^n(id)' = indK 

254. Het is nu gemakkelijk uit het vorige den inhoud van een bol- 
Tormig segment af te leiden. Want in fig. 460 is 

Inh. bolsegment A B O = Inh. bolsector M A B C — Inh. kegel MAC. 

Noemt men AO = r en overweegt, dat ^ 

MO = R — h is, dan wordt dus 

Inh. bolsegment ABC = |?iR*/« — 

t7rr*(R — A) (1) 

Deze formule kan nu op twee wijzen 
vervormd worden. Verlengt men namelijk 
BM tot deze rechte den bol opnieuw in 
D snijdt, dan is volgens N*^ 217 



of 



AO» = BOXOD 
r» = A (2 R — A) 



. (2) 




Met behulp van deze betrekking kan men nu uit de vergelijking (1) 
öf r elimineeren en daardoor den inhoud van het bolsegment in R 
en A uitdrukken , öf R elimineeren en zoodoende een formule voor den 
inhoud van het bolsegment, uitgedrukt in r en A, vinden. 

1®. Substitueert men de waarde van r uit (2) in (1), dan wordt 

Inh. bolsegment ABC = f«R*A— i7rA(2R — A)R— A), 

= i7ïA[2R»— (2R — A)(R — A)], 
= l7i:A(3RA — A*), 
='J TT A* (3 R — A). 

2^. Lost men uit (2) R op, dan vindt men 

r* = 2RA — A*, 

r* + A*- 



R = 



2A 



AlTorena deze uitkomst in (1) te subatitueeren 

en nu gaat dus (t) over in 

Inhoud boleegraent ABG:=inh(—~—' 




Fig. 461. 

Wü h 

Bigensohsp 494. De inhoud van een hoUeg\ 
som der inliouden van een bol, die de hoogtt 
middeüijn heeft, en van een cylinder, die hetgroj 
tot grondvlak en de fudve hoogte van het iegmen\ 

265. Eindel^k kaa nu ook een formule TOOt 
bolschyf afgeleid worden. 

HierbU duiden wü de stralen van het gron< 
r en r, en de hoogte van de schijf met h aa 
AO = r, CP = r,, OP = A. 

Wy beBchouwen nu de bolschyf als het verschil va 

Inh. bolschiJf A B D C = Inh. bolsegm. A E B — 

Stellen wö nog OE = H en PE = H,, dan is v 

Inh. bolschijf ABDC=lnr»E4.inH' — (J 
= 4«(Hr'-E,r,')-|-i 
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Om deze formule te vereenvoudigen, merken wfl op, dat nog de 
betrekkingen bestaan 

r» = H (2R — H) = 2RH — H*, 
r,* = Hi(2R — Hi) = 2RH, — Hj*. 

Aangezien echter in de formule, die wjj zooeven voor den inhoud 
van een bolschtjf vonden, R niet voorkomt, is het noodig uit de twee 




Fig. 462. 

zooeven vermelde betrekkingen R te verdrijven. Daartoe heeft men 
slechts de eerste vergelyking met Hj, de tweede met H te vermenig- 
vuldigen en de verkregen producten af te trekken. Dan wordt 

= — HHi(H — Hj = — HH,A . (2) 
Let men nu op de formule (1), dan blijkt, dat daarin de vorm 

voorkomt en om hierbij nu van de betrekking (2) gebruik te kunnen 
maken, handelen wtJ, op de figuur lettende, als volgt: 

H r* — H, rj* = (H^ + A) r* — (H — h) r,*, 

= H| r* — H r,* -f- A (r* + rj*). 

Indien men hierin nu de waarde van Hj r* — Hrj* uit (2) invoert, 
ontstaat 

Hr*~Hiri» = — HHiA + A(r* + r,») = A(r* + ri»-HH,). 

Eindemk vervormen wfl de grootheid H' — Hj', in (1) voorkomende, 
aldus 

W — Hl» = (H — H,) (H* + H H, + Hl*) = A (H* + H Hj +Hi*), 

zoodat nu (1) overgaat in 

bolschyf ABDC = j7ïA(r» + ri* — HHi) + |7rA(H* + HH,+Hi*), 

= ^^A(r*-fri») + i«A(H* + HH,+Hi*— 3HHi), 
= J«A(r* + ri*) + i«A(H — H,)*, 
= i7ir*A+i«r,*A + inA', 
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of in woorden : 

Bigensohap 495. De inhoud van een bolschijf is gelijk aan de 
som der inhouden van een bol^ die de hoogte van de schijf tot middd- 
lijn heeft en twee cylinders, die elk de halve hoogte der schijf tot 
hoogte en respectievelijk het grond- en het bovenvlak der schijf tot 

grondvlak hebben. 

Fig. 463 verduideiykt 
deze stelling. 

Het is niet te ont- 
kennen, dat de hier 
gevolgde afleiding van 
den inhoud eener bol- 
sch^f, hoe natuuriyk 
ook in den aanvang, 
b\J het vervolgen der 
berekening iets kunst- 
matigs heeft. Daarom 
deelen wy in het vol- 
gende hoofdstuk een 
¥\g, 463. andere afleiding mede, 

die, wat de berekening 
betreft, zeer eenvoudig, maar juist in haar uitgangspunt niet van 
kunstmatigheid vry te pleiten is. 




Vraagstukken. 

974. Het oppervlak, beschreven door een regelmatigen 2 w-hoek, die 
om een middellyn van den omgeschreven cirkel, door een der hoek- 
punten gaande, wentelt, is gelijk aan het product van die middelen 
met den omtrek van den ingeschreven cirkel van den veelhoek. 

975. Drie opeenvolgende zyden van een regelmatigen achthoek wen- 
telen om de middellyn , door één der uiteinden van die gebroken rechte 
gaande. Hoe groot is het oppervlak , dat by één omwenteling beschreven 
wordt, als de zyde van den achthoek 8 cM. bedraagt? 

976. Men vraagt een boloppèrvlak door evenwijdige vlakken in n 
geiyke deelen te verdeelen. 

977. De straal van het grondvlak van een bolsegment bedraagt 
3 cM. en de hoogte van het segment is 1 cM. Hoe groot is het 
oppervlak ? 

978. Een regelmatige tienhoek ABCD wentelt om de middeliyn, 
door A gaande. Hoe groot zyn de oppervlakken , die door elk der bogen 
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A B en BC van den omges^reven cirkel van den tienhoek 
wenteling beschreven wordenr% 

979. Een kleine cirkel op^n bol, waarvan de straal5cM.be I 
is de richtlijn van een kegeïjlwaarvan de top in het middelpu i 
den bol ligt. Hoe groot is het geheele oppervlak en de inho : 
den ontstanen kegelvonnigen bolsector, als de straal van den ; 
cirkel 4 cM. bedraagt? 

980. Hoe groot is de inhoud van een kegelvormigen bolsec < 
gesneden wordt uit een bol, met 4 cM. straal beschreven, d( 
rechten cirkelvormigen kegel, waarvan de asdoorsnede een t: 
van 120° heeft. 

981. Als het oppervlak van een bol 6,16 dM* bedraagt, hO(i 
is dan de inhoud? 

982. De oppervlakken van twee bollen verhouden zich als c< 
kanten, de inhouden als de derde machten der stralen. 

983. Van een bol, waarvan de straal 13 cM. bedraagt, wo] 
segment afgesneden, welks hoogte 8 cM. is. Bepaal den inho; 
dit segment. 

984. Een bol, waarvan de straal 1 dM. bedraagt, wordt gei 
door twee evenwijdige platte vlakken, welker afstand 3 cM. bei 
Als de straal van de kleinste doorsnede 6 cM. is, hoe groot 
de inhoud en het oppervlak van de door die vlakken begrensde bol 

985. Hoe groot is de inhoud van een bolsegment, welks opj: 
het w-de deel is van dat van een bol met straal R? 

^ 986. De stukken, die een bol afsnijdt van alle boloppervlakk( 
door z\jn middelpunt gaan, ziJn gelijk. 

987. AB is een middellijn van een cirkel M. C en D ziji 
punten van den cirkel zoodanig, dat 

LCMA = 30° en LDMA=75°. 

Hoe groot is het oppervlak en de inhoud van de schijf, diö besc; 
wordt, als boog CD om AB wentelt? 

988. A A B O is rechthoekig in C. A C = 3 cM. en B O == 
Men beschrijft om A en B als middelpunten bollen, waarvan < 
B C de stralen zfln. Hoe groot is het oppervlak en de inhoud ^ 
der figuren, die door de twee boloppervlakken te gelijk begrensd w 



HOOFDSTUK XLV. 



INHOUDEN VAN LICHAMEN, BESCHREVEN DOOR WENTELENDE 

VLAKKE FIGUREN. 



256. Wfl beschouwen eerst de figuren, die door wenteling van een 

driehoek om een in z^n vlak gelegen as ontstaan , en beginnen daartoe 

met het eenvoudigste geval, namelflk dat, waarin een driehoek om 

een zijner zflden wentelt. 

Daarby duiden w\j den inhoud, door A ABC beschreven, kortheids- 

^ve met I ( A A B C) aan. 

'ABC (fig. 464) de driehoek, wentelende om de zflde BC. Het 

hoekpunt A beschrijft daarbj) een 
cirkel O, waarvan het vlak lood- 
recht op BC staat; het middel- 
punt is het voetpunt der loodlyn^ 
uit A op B C neergelaten , en de 
straal is de lengte dier loodlyn. 

Men ziet nu onmiddellijk de 
juistheid der volgende formules in : 

I ( A A B C) = Inh. kegel A B A' -f 

Inh. kegel A C A', 
= iBOX^AO* + 

iCOX^AO», 
= i^AO*(BO + OC), 
= i7rA0*XBC. 

Nu is echter AOXBC het 
^ele van het oppervlak van 
, derhalve 




ABC, 
A.0. 



(1) 




157 

Bigensohap 496. De inhoud van het lichaam, betckreoen door een 
driehoek, die om een zijner zijden wentelt, t» gelijk aan het derde deel 
van het product van het oppervlak van den driehoek met den weg, door 
het wentelende hoekpunt bij een omwenteling beaütreeen. 

Deze formule kan echter nog in een andere ^daante gebracht 
'worden, indien men opmerkt, dat 



A ABC=4ABXCD, 



■waarin C D de hoogteen i 
HJk (1) over in: 



I A A B C uit C voorstelt. Nu gaat name- 



I(AABC)=iiABXCDXAO, ^ 

= 5CDX''ABXA0, f-: 

«n de hierin voorkomende vorm i A B X ■*■ O st«lt het zijdeüngsche 
oppervlak van den kegel ABA' voor of wel het oppervlak, dat door 
de zjjde AB bjj één omwenteling beschreven wordt. Derhalve heeft 
men verkregen: 

Eigenschap 497. De inhoud, beschreven door een driehoek, dieom 
een zijner zijden wentelt, is gelijk aan het derde deel van het product 
van het oppervlak, door een der wentelende zijden beschreven, met de 
hoogtelijn van den driehoek op die zijde. 

257, Onderatellen wjj nu verder, dat de driehoek ABC wentelt om 
oen Ifln PQ, in z^n vlak gelegen en dgor _ 

een der hoekpunten, hier C, gaande. 

Vfij denken nu AB verlengd, tot zU PQ 
in D anydt en beachouwen A A B C als het 
verschil der driehoeken A C D en B C D. Dan 
is dus ook 

I(AABC)=I(A ACD)~I(ABCD) . (1) 
Passen wji nu de laatste der beide zoo- 
even afgeleide eigenschappen toe. Indien 
C E X A B getrokken en het oppervlak, door 
de rechte A B by één omwentehng beschreven, 
met 0(AB) aangeduid wordt, dan is 



KA 1 



.CD) = 
CD) = 



: i C E X O (A D), 
i C E X O (B D), 



dus door aftrekking in verband met (1) 
I(A ABC) = iCEX[0(AD) — 0(BD)] 

= i C E X O (A B). 
In woorden luidt deze formule: 
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Eigensohap 498. Al» een driehoek tcentelt om een rechte, in zijn 
vlak gelegen en door een der hoekpunten gaande, dan i» de inhoud 
van het <mtstane lichaam gelijk aan het derde deel van het product 
van het oppervlak, door de over dat hoekpunt liggende tijde bij een 
omwenteling beichreven, met de hoogtelijn van den driehoek op die zijde. 
„ Men kan de vorige formule nog belang- 

rijk vervormen en daardoor den inhoud van 
y de figuur, die door de wenteling van den 
driehoek ontstaat, nog op andere wt]ze 
uitdrukken. Daar namelijk de rechte A B 
g bjj haar wenteling om P Q het zydeling- 
' sche oppervlak van een afgeknotten kegel 
beschrijft — welke afgeknotte kegel dan tot 
grond- en bovenvlak heeft de cirkels met 
j de stralen AA, en BB, beschreven om 
A, en B, als middelpunten — zoo laat de 
vorige formule volgens N" 449 zich in de 
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U 
i: 

r, 



l 



en 



Nu is volgens N^ 499 

I(AABD) = |AABDX2^(AAi + BBi) 

I(ABCD)=| A BCDX2 ^(CCi+BBj) 



(2) 



Wy zullen nu de oppervlakken der drie hoeken A B D en B C D in 
dat van A ABC uitdrukken. Daartoe merken wy op, dat, als men 
AD en GD als de bases dier driehoeken beschouwt en dus het 
punt B als hun gemeenschappeiyken top, de 
hoogte voor beide driehoeken dezelfde is, 
namelijk de loodiyn, uit B op AD neerge- 
laten. Dus verhouden de oppervlakken der 
driehoeken A B D en BOD zich als de bases 
AD en CD of, omdat AAJlCCi is, ook als 
AA, en CC,. Dus is 

AABD:ABCD = AAi:CC,, 

en hieruit volgt 

(A ABD— ABCD):(AAi — C Cj) = 

= A A B D : A A, , 
of 

= ABCD:CC,. 

Daar AABD— ABCD=AABC is, volgt 
hieruit 

A A, X A A B C 



^^^^= AA.-CC, 
ABCD = ^^'XAABC 
AA, — CC, 




Fig. 467. 



Yoert men deze waarden nu in de vergelijkingen (2) in, dan wordt 

T(^ AT.n)_iv^o^AA,(AA,+BB,)XAABC 

^ ^ A A, — C C, ' 

T(^T.nn^_ix.o^ C'C,(CC,+BB,)XAABC 

^"^ AA, —CC, 

en door aftrekking in verband met (1) 

T^^ ^pn)_ixyo.^ [AA,^-CC,' + (AA,~CC.)BBjyAABC 

^ ^ A A, — C C, 

of, indien nu de deeling uitgevoerd wordt , 

I(AABC) = |X2^(AA, + CC,+BB,)X A ABC ... (3) 
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Opmerking : Indien men het zwaartepunt Z van Z!^ A B G con- 

m 

strueert en hieruit een loodlyn ZZ, op 
P Q neerlaat, dan is volgens een bekend 
vraagstuk in de planimetrie (De loodltjn, 
uit het zwaartepunt van een driehoek 
op een willekeurige rechte in het vlak 
van den driehoek neergelaten, is gelflk 
aan het derde deel van de som der 
loodltJnen, uit elk der hoekpunten van 
den driehoek op die rechte neergelaten) 

Z Z, = i (A Aj + B B, + C C,). 

Hiermede gaat nu de vergelijking (3) 
over in 

I(AABC) = 27iZZ, XAABC, 

Fig. 468. dus in woorden: 




Eigensohap 501. Wentelt een driehoek om een rechte, in zijn vlak 

gelegen, dan is de inhoud van het daardoor ontstane lichaam gelijk 

aan het product van het oppervlak van het lichaam met den weg^ door 

het zwaartepunt van den driehoek hij één omwenteling beschreven, 

259. Wy zullen het vorige nu toepassen ter berekening van den 

inhoud van het ringvormige lichaam, 
dat ontstaat, als een willekeurig 
cirkelsegment ACB om een mid- 
deliyn P Q van den cirkel, waartoe 
het segment behoort, wentelt. 

Beschouwen w\J het segment 
als het verschil van den cirkel- 
sector MACB en den driehoek 
MAB, dan is dus 

I (segment A O B) = 

I (sector MA OB)-I(A MA B) . (1) 

De punten A en B beschrijven 
by de wenteling om P Q cirkels 
op den bol, zoodat MA en MB 
rechte cirkelvormige kegelvlakken 
beschryven. Op het lichaam, dat 
door die kegelvlakken uit den bol gesneden wordt, is nu de opmer- 
king aan het slot van § 252 van toepassing. Dus is 
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I (sectorM ACB) = J RX^ö* ^ö®1 ^^^ ^ö^ boloppervlak, gelegen 

tusschen de cirkels AA, en BB,, 

= I R X ^ö^ bolvormig oppervlak van de bolschyf 
ABB,A„ 

= iRX2^RXOO, = f7rR»XOO, . . . (2) 

Verder is volgens N^ 499, als MD_LAB getrokken wordt, 

I(AMAB) = JMDX ^ö* oppervlak, door A B beschreven (3) 

terwfll het oppervlak, door AB beschreven, dat van den afgeknotten 
kegel ABB, A| is; dus is volgens N** 487 

0(AB) = 27rMDXOO„ 

derhalve door substitutie in (3) 

I(A MAB) = j2 7rMD*XOO,. 

Trekt men deze uitkomst van de vergelijking (2) af en neemt daarbfl 
de formule (1) in aanmerking, dan wordt 

I (segment ACD) = i27rR*XOO,--|27rMD*XOO„ 

= j27rOO, (R* — MD*), 

= l27rOO,XAI)S 
of, daar AD = J AB is, 

I (segment ACD) = i7r00jX^B*- 

Stelt men de koorde AB door k en de projectie van die koorde op 
P Q door h voor, dan is 

I (segment A C D) = ^ tt A /:'. 

260. Eindelijk berekenen wtj nu opnieuw den inhoud eener bolsch^f 
A B B, A, door deze te beschou- 
wen als de som van den afge- 
knotten kegel A B B, A, en het 
zooeven onderzochte ringvormige 
lichaam, dat door de wenteling van 
het cirkelsegment ACB ontstaat. 

Duidt men weder AO en BP 
met r en r, aan, en OP met A, 
dan is dus 

I bolschflf = ^ 71 A (r* + r,* + rr^) 
+ |7rAXAB* .... (1) 

Trekt men echter uit B een 
loodUJn B D op A O, dan is 

II. 11 




Fig. 470. 
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AD = AO-DO = AO — BP = r — r,, 

en dus is in A B A D 

AB* = AD* + BD» = (r — rj)* + A*. 

Substitueert men deze uitkomst in (1) dan wordt 

Inh. bolschyf = i n hj^ + >^"+ r r,) + ^ tt A (r* — 2 r r, + rj* -j- A*), 
= ^nfi{2 r^'\- 2 r,' + 2 r r, -f r* — 2 r rj + rj* -f- A*), 
= 7riA(3r*-f-3rj* + A*), 
= i TT r* A -j- i ^ ^1* ^ + i ^ A', 

evenals in N^ 495 uitgesproken is. 



Vraagstukken. 

^ 989. Een gelökz^jdige driehoek wentelt om een rechte, door een der 
hoekpunten van den driehoek evenwijdig aan de overstaande zyde 
getrokken. Hoe groot is de inhoud van het omwentelingslichaam, dat 
daardoor ontstaat, als de zyde van den zeshoek 8 cM. bedraagt? 
y 990. De inhoud van het lichaam, beschreven door een driehoek, die 
wentelt om een rechte, door een der hoekpunten evenwijdig aan de 
overstaande zyde getrokken, is gelyk aan */, van den cylinder, waar- 
van het ronde oppervlak door die overstaande zflde beschreven wordt. 

991. De inhoud van het omwentelingslichaam, beschreven door een 
willekeurig deel van een regelmatigen veelhoek, dat om een middellijn 
van den omgeschreven cirkel wentelt, is gelijk aan een derde deel 
van het product van den straal van den ingeschreven cirkel van 
den veelhoek met het oppervlak, door de wentelende gebroken Ifln 
beschreven. 

^ 992. Bepaal den inhoud van het omwentelingslichaam, beschreven 
door drie opeenvolgende middelpuntsdriehoeken van een regelmatigen 
tienhoek, die om een der begrenzende stralen wentelen, indien deze 
straal 4 cM. lang is. 

^ 993. Bepaal den inhoud van het omwentelingslichaam, dat ontstaat, 
als een regelmatige achthoek, waarvan de zyde a is, om een zyner 
zflden wentelt. 

994. Een cirkelsegment, welks boog 45° bevat, behoorende tot een 
cirkel, met een straal van 8 cM. beschreven, wentelt om de middellyn, 
door een der uiteinden van de koorde gaande. Bepaal den inhoud van 
het omwentelingslichaam. 



^- 



'^ddelljJD, die met een der stralen naar de uiteinden der koorde ge- 
trokken, een hoek van 60° vormt, hoe groot is dan de inhoud van 
het door het segment beschreven omwentelingslichaam, uitgedrukt in 
den straal r van den cirkel? 

996. Een cirkelsegment, welks boog 90° bevat, wentelt om een 
middellijn van den cirkel, die' met de koorde van het segment een 
hoek van 36° vormt. Hoe groot is de inhoud van het omwentelings- 
lichaam, door het segment beschreven, als de straal van den cirkel 
2 dM. is? 



Herhaling. 

997. De inhoud van een geliJkzijdigen cylinder, in een bol beschreven , 
is middeleven redig tusschen de inhouden van den bol en van den 
ingeschreven geiykziJdigen kegel. 

Een cylinder en een kegel heeten gel^kz^dig, als de asdoorsneden 
reepectieveiyk een vierkant en een geli|kzi|dige driehoek zjjn. 

998. De inhoud van het lichaam, begrensd door twee concentrische 
boloppervlakken , is gelijk aan het viervoud van den afgeknotten kegei, 
die. het verschil der stralen tot hoogte en een groeten cirkel van elk 
der bollen respectieveiyfc tot grond- en bovenvlak heeft. 

999. Hoe groot is de hoek van den cirkelsector, die ontstaat, als 
men het zödelingsch oppervlak van een kegel (straal grondvlak ^ r, 
hoogte h) in een plat vlak uitgespreid denkt. 

1000. In een afgeknotten kegel, waarvan de straal van het grond- 
vlak E en die van het bovenvlak r is, wordt een bol beschreven. 
Hoe groot is de inhoud van dien bol? (Eindex. h. b. s., 1866, Zuid- 
HoUand.) 

1001. In een rechten kegel, waarvan de schuine zijde a palmen en 
de straal van het grondvlak b palmen bedraagt, is een hol beschreven. 
Men vraagt het oppervlak van het bolvoruDg segment, dat boven den 
aanrakingscirke! is gelegen. (Eindex. h. b. s., 1866, Zuid-Holland.) 

1002. In een rechten cirkelvormigen kegel heeft men een bol be- 
schreven, die het grondvlak en het ronde oppervlak van den kegel 
raakt. Men begeert den inhoud van een tweeden bol te vinden, die 
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overstaande vlak in het ronde oppervlak van een kegel ligt, waarvan 
gegeven is de schuine zflde 9 en de straal van het grondvlak 3 duim. 
(Eindex. h. b. s., 1866, Gelderland.) 

1004. Van een bol, v^iens straal R gegeven is, heeft men een bol- 
vormig segment afgesneden, welks piJl h is. Druk in deze gegevens 
de hoogte uit van een afgeknotten kegel, die op het grondvlak van 
dit segment staat en daarmede dezelfde oppervlakte heeft. (Eindex. 
h. b. s., 1866, Gelderland.) 

1005. In een bolvormig segment is een kegelbeschreven. Men vraagt 
de verhouding tusschen de ronde oppervlakken dezer twee lichamen. 
(Eindex. h. b. s. 1867, Zuid-Holland.) (Gegeven: de straal van den 
bol = R en de hoogte van het segment = A.) 

1006. De formule te vinden voor het oppervlak van een bolvormige 
schyf, als de stralen van het grond- en bovenvlak zfln R en r en de 
hoogte = A. (Eindex. h. b. s., 1867, Zuid-Holland.) 

1007. De straal te berekenen van den bol, die in een gegeven bol- 
vormigen sector kan beschreven worden. (Eindex. h. b. s., 1867, Zuid- 
Holland.) 

1008. Van een regelmatigen tienhoek laat men om zijn tweede dia- 
gonaal (de koorde, die van den omgeschreven cirkel een boog van 
108° onderspant) het kleinste gedeelte omwentelen. Men vraagt naar 
den inhoud van het omwentelingsHchaam, als de zijde van den tien- 
hoek gegeven is. (Eindex. h. b. s., 1867, Noord-Holland.) 

1009. Een rechthoekig trapezium, waarvan de evenwijdige zydeh a 
en 2 a zyn en welks hoogte A is, wentelt om zijn schuine zijde; men 
vraagt naar den inhoud van het omwentelingslichaam. (Eindex. h. b. s., 
1867, Noord-HoUand.) 

1010. In een bol met den straal R is een kegel beschreven, die 
denzelfden inhoud heeft als het segment, dat aan het grondvlak van 
den kegel grenst. "Welke hoogte heeft dit segment? (Eindex. h. b. s., 
1867, Noord-Holland.) 

1011. Bepaal de hoogte van het bolsegment, behoorende tot den bol- 
sector, waarvan het geheele oppervlak a* is, als de straal van den 
bol R is. (Eindex. h. b. s.,*;1867, Utrecht.) 

1012. Bereken den inhoud van het lichaam, voortgebracht door de 
omwenteling van een cirkelsegment om een middellyn, die door het 
uiteinde van den boog gaat, wanneer gegeven is, dat de koorde 
van het segment de zijde is van den ingeschreven regelmatigen 
tienhoek. (Eindex. h. b. s., 1867, Overijsel.) (De straal van den cir- 
kel is r.) 

1013. Een driehoek, wiens zijden 26, 28 en 30 Ned. duim zy'n, 
wentelt om een as, evenwijdig aan en op een afstand van 8 Ned. 
duim van de langste zy'de. Hoe groot is dan de inhoud van het door 
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omwenteling ontstane ringvormige lichaam? (Eindex. h. b. s., 1867, 
Groningen.) 

1014. Een cirkelsegment, "waarvan de projectie van den boog op een 
as 6 duim is, terwyl de uiteinden der koorde 14 en 21 duim van 
genoemde as verwijderd z^jn, wordt om die as gewenteld; men vraagt 
den inhoud, welke door die omwenteling ontstaat. (Eindex. h. b. s., 
1867, Groningen.) 

"Weggelaten is hier, dat de as een middellfln is van den cirkel, 
waartoe het segment behoort. Hoe groot is dan de straal van 
dien cirkel? 



HOOFDSTUK XLVI. 



DE BOLTWEEHOEK EN DE BOLDRIEHOEK. 



261. Het deel van een boloppervlak, begrensd door twee halve groote 
cirkels van een bol, die de eindpunten gemeen hebben, heet bol- 
tweehoek. 

De halve groote cirkels heeten de zyden en de hoeken, die deze 
insluiten, heeten de hoeken van den boltweehoek. 

De snypunten der zijden worden de hoekpunten genoemd. 

Een boltweehoek wordt genoemd met vier letters, waarvan de beide 
middelste bjj de hoekpunten geplaatst zyn, terwjjl elk der uiterste 
letters by een der zyden zich bevindt. In fig. 471 spreekt men dus 
van den boltweehoek BAA'C. 

Eigenschap 502. De twee hoeken van een boltweehoek zijn gelijk. 

In fig. 471 moet dus bewezen worden, 
dat LBAC=LBA'C is. 

Bewijs: Volgens N^ 470 is elk der 
hoeken B A C en B A' C een standhoek 
van den tweevlakshoek tusschen de 
vlakken der cirkels A B A' en A C A' ; 
dus zfln de hoeken geiyk. 

Ten einde twee willekeurige boltwee- 
hoeken met elkander te vergeleken , heeft 
men te voren drie stellingen te bewyzen , 
die een volkomen overeenstemming 
vertoonen met bekende stellingen in de 
planimetrie en dan ook op dezelfde wflze 

afgeleid worden. Wy deelen daarom hier die eigenschappen zonder 
bewijs mede: 

Eigenschap 503. Twee hoUweehoeken op één bol zijn gelijk, d.w,z, 
de eene kan den anderen volkomen bedekken^ als hunne hoeken gelijk zijn. 




Fig. 471. 
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Eigenschap 504. Als twee boüweehoeken op één bol ongelijk zijn, 
dan zijn ook hunne hoeken ongelijk en die boltweehoek is de grootste, 
bij welken de grootste hoek behoort. 

Eigenschap 505. Twee boUweehoeken op één bol zijn evenredig 
-met hunne hoeken. 

De laatste eigenschap stelt ons nu onmiddellijk in staat het opper- 
vlak van een boltweehoek te berekenen. 

Vergelijkt men namelijk een boltweehoek met een halven bol, die 
■als een boltweehoek met een gestrekten hoek kan beschouwd worden, 
dan is volgens N° 505, als « elk der hoeken van den boltweehoek voorstelt, 
Opp. boltweehoek: Opp. halve bol = a°: 180^. 

Hieruit volgt dus: 

Eigenschap 506. Het oppervlak van een boltweehoek^ wiens hoeken 

o 

•e/A a? bedragen^ is —-5 X ^^^ oppervlak van den bol, 

262. Het lichaam, dat uit een bol gesneden wordt door twee door 
het middelpunt gaande platte vlakken, die door hun snyiyn heen niet 
verlengd z^Jn, heet tweevlakkige bolsector. Het wordt door 
twee platte vlakken en een boltweehoek begrensd. 

De hoeken van dien boltweehoek worden ook de hoeken van 
•den tweevlakkigen bolsector genoemd. 

Men ziet onmiddellijk in, dat de stellingen 603 — 606 ook voor een 
tweevlakkigen bolsector moeten gelden, waaruit men dan besluit tot 

Eigenschap 507. De inhoud van een tweevlakkigen bolsector ^ wiens 

hoeken élk a? bedraden, ^^öftAöX ^^ inhoud van den bol. 

263. Een deel van een boloppervlak, dat begrensd wordt door drie 
bogen van groote cirkels op een bol, die niet door hunne snijpunten 
heen verlengd zfln, heet boldriehoek. 

De bogen van de groote cirkels heeten de z ft* den van den bol- 
driehoek; deze worden dus in graden uitgedrukt. 

De hoeken, die elk paar zftden vormen, heeten de hoeken van 
den boldriehoek. 

Eindelijk is elk snijpunt van twee zijden een hoekpunt van den 
holdriehoek. 

Zijden en hoeken heeten de elementen. 

Een boldriehoek wordt genoemd met drie letters, biJ de hoekpunten 
geplaatst. 

Een boldriehoek met twee gelijke zijden heet gelijkbeenig; zijn 
alle zijden gelijk, dan noemt men den driehoek gelijkzijdig. 

Is een der hoeken van een boldriehoek recht, dan wordt deze recht- 
hoekig genoemd. Hierbij spreekt men ook van de rechthoekszijden en 
de hypothenusa. 
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Volgens N* 465 hebben twee groote cirkels op een bol twee pun- 
ten gemeen, die op een middelIUa 
liggen. ZUn (fig. 472) op den bol de- 
drie groote cirkels P Q, R S, T ü ge- 
trokken, dan sneden zQ elkander aan 
^ de voorzijde in de drie punten A, B, C,. 
en aan de achterz^de in de drie 
tegenovergelegen punten A', B', C',. 
terwtJl de ItJnen A A', B B', C C' mid- 
dellonen van den bol ziJn. 

Het bolvormig oppervlak is nu in 
acht deelen verdeeld, namelök: 

1*. de bolvormige driehoek A B C^ 
die geheel aan de voorzyde van den 
Fig. 472. bol hgt; 

2^. drie driehoeken, die ieder een 
ztJde met den voorgaanden gemeen hebben en wier toppen aan de achter- 
zijde liggen, namelijk: 

ABC', AB'C, A'BC; 

3^. drie driehoeken , die ieder een hoekpunt met den eersten gemeen 
hebben, terwijl de overstaande z^den aan den achterkant vallen, nL: 

AB'C', A'BC', A'B'C; 

4*^. een driehoek, die geheel aan de achterzyde van den bol ligt, nl* 
A' B' C'. 

De sub 2^ genoemde driehoeken heeten de nevendriehoeken 
van A A B C ; elk dezer heeft met A A B C één zjjde gemeen, terwyl de 
beide andere zyden in de verlengden van twee ztjden van A A B C liggen. 

Een boldriehoek en z\jn nevendriehoek 
^ vormen samen een boltweehoek. 

De sub 3^ genoemde driehoeken wor- 
den topdriehoeken van AABC 
genoemd, en eindel^k heet A A' B' C' in 
fig. 461, de tegendriehoek van 
AABC. 

Wy beschouwen in het vervolg alleen 
boldriehoeken, die geen inspringende 
zyden bezitten. 

264. "Wanneer men de vlakken, waarin 

de drie zyden van den boldriehoek ABC 

hggen, aangebracht denkt, dan ontstaat 

Fig. 473. een drievlakshoek MABC en men ziet 
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onmiddeliyk in, dat de z^den van dezen drievlakshoek met de z\|den 
van den boldriehoek in grootte overeenstemmen. Maar ook de hoeken 
dier beide figuren stemmen volgens N^ 470 twee aan twee overeen. 

Hieruit volgt nu, dat de eigenschappen der zyden en hoeken van 
een boldriehoek met die der overeenkomstige elementen van een drie- 
vlakshoek overeenstenunen moeten, zoodat die eigenschappen onmiddel- 
lyk aan Hoofdstuk XXXIH ontleend kunnen worden. 

Het is echter van belang de eigenschappen van een boldriehoek 
onafhankelyk van die van den drievlakshoek af te leiden, waartoe wfl 
nu overgaan. 

265. Eigenschap 508. De som der hoeken van een boldriehoek is 
grooter dan een gestrekte hoek. 

Bewijs: Beschouwen w\) den boldriehoek A B C. By elk zyner hoeken 
behoort dan een boltweehoek, en op 
deze figuren passen wö nu N*^ 606 
toe; zoodoende vindt men : 

LCAB:180°=deboltweeh.QAA'S: 

: den halven bol, 
LABC:180°=deboltweeh.PBB'ü: 

: den halven bol. 




Fig. 472. 



In plaats van den derden hoek B C A 
van den boldriehoek nemen wy den P 
overstaanden SCU, die daaraan ge- 
lijk is, en den daarb^ behoorenden 
boltweehoek SC CU. Dan is dus ook 

L B C A : 180°= de boltweeh. S C C' U : 

: den halven bol. 

Uit deze drie evenredigheden volgt nu 

(L CAB+L ABC+LBCA):180° = 

de figuur (Q A A' S + P B B' U + S C C' U) : den halven bol. 

Maar de drie boltweehoeken, die in den derden term dezer evenredig- 
heid voorkomen, vormen te zamen den halven bol, die aan dezelfde 
zijde van den grooten cirkel A B ligt als de boldiiehoek ABC, ver- 
meerderd met A A B C en A A' B' C'. Derhalve wordt de vorige even- 
redigheid. 

de som der hoeken: 180° = 

(de halve bol -|- A A B C -f A A' B' C') : den halven bol . (1) 

en aangezien de verhouding in het tweede lid grooter dan de eenheid 
is, moet hetzelfde met die in het eerste lid het geval zyn, derhalve 

de som der hoeken > 180°. 
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Uit deze eigenschap volgt nu weder onmiddellijk evenals bfl den 
drievlakshoek : 

Eigenschap 500. Het supplement van een der hoeken van een 
boldriehoek is kleiner dan de som der beide andere hoeken. 
Verder bewijzen wfl 

Eigenschap 510. Het supplement van een der hoeken van een 
boldriehoek is grooter dan het verschil der beide andere hoeken, 

Bewtjs: Zfl ABC de boldrie- 
hoek, waarbij een nevendriehoek 
A' B C geconstrueerd is. Passen 
wy nu N® 508 op dezen neven - 
driehoek toe, dan is 

LBA'C-fLA'BC 

+ L B C A' > 180° 

Maar, daar een boldriehoek en 
een z\]ner nevendriehoeken samen 
een boltweehoek vormen, is vol- 
gens N<» 502 

LBA'C=LBAC. 
Verder is L A'BC= 180°— L ABC, LBCA'=180°— LBCA, 

dus wordt de vorige ongelijkheid 




Fig. 474. 



Of 



LBAC+180°— L abc;}- 180°— LBCA,> 180°, 



180° — LBCA>LABC— LBAC. 



266. In § 243 is uitgelegd, wat men verstaat onder de polen van 
een cirkel op den bol. 
Elke zflde van een boldriehoek heeft twee polen ,' die ter weerszoden 

liggen van het vlak, waarin die zflde ligt. 
Zoo behooren b. v. in fig. 475 by de 
ztjde BC de polen A, en Aj. 

In het vervolg zullen wy uit deze polen 
een keuze doen en wel zullen wjj steeds 
van deze twee polen slechts die beschou- 
wen, welke niet aan denzelfden kant hgt 
van die zyde, als het tegenover haar ge- 
legen hoekpunt van den boldriehoek. 

In fig. 475 liggen b.v. A, en A aan den- 

zelfden kant van B C, maar Aj en A aan 

tegengestelde kanten. Daarom zullen w\j 

Fig. 476. alleen het punt A, de pool van B C noemen. 
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Fig. 476. 



Denkt men op deze wyze de pool 
van elk der zflden van den bol- 
driehoek bepaald en de drie aldus 
verkregen punten A,, B,, C,, op den 
bol, twee aan twee, door groote 
cirkels 'verbonden, dan is een 
nieuwe boldriehoek ontstaan, die 
de pooldriehoek van den eer- 
sten genoemd wordt. 

In fig. 476 is de oorspronkelijke 
driehoek met ABC, de pooldrie- 
hoek met A| Bj C, aangeduid, waarby 
men zich voor te stellen heeft, dat 
de punten A, en C, aan de ach- 
terzijde van den bol gelegen zfln, 
daai'entegen B, aan de voorzijde. 

Eigenschap 511. De hoekpunten van den oorspronkelijken boldrie- 
hoek zijn de polen van de zijden van den pooldriehoek, m. a. w, de 
oorspronkelijke driehoek is de pooldriehoek van den pooldriehoek. 

Bewijs: Zy AB C de boldriehoek, A, B, C, de pooldriehoek als hier- 
boven bepaald. Ten einde het bewfls te leveren, maken wiJ gebruik 
Tan N^ 469 en van de omgekeerde eigenschap N^ 469*. Yolgens N® 469 
is nu Aj van alle punten van den boog B C 90° verwijderd en evenzoo 
is B, van alle punten van den boog CA 90° verwijderd. De bogen 
€ A, en C B, zyn dus 90°, zoodat C volgens N® 469* de pool van den 
boog A, B, is. Bovendien blijkt uit de figuur dadelijk, dat C en het 
hoekpunt C, van A A, Bj C, aan tegengestelde kanten van de ziJde 
A, B, liggen, waardoor de eigenschap bewezen is. 

Eigenschap 512. De zijden 
van den pooldriehoek zijn de sup- a 

plementen van de hoeken van den 
boldriehoek. 

Bewtjs: Zfln in fig. 477 de bol- 
driehoek en diens pooldriehoek 
weder met A B C en A, Bj C, aan- 
geduid, evenals hierboven bepaald , p 
dan moet bewezen worden 

bg. Bj D' C, + L B A C= 180° 

Verlengt men de zyde B, C, tot 
zfl de groote cirkels A B en A C in 
D en E snydt, dan is volgens N® 471 

LBAC = bg. DE, Fig. 477. 
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dus blijft nog te bewezen 

hg. B, D' Cl + bg. D E = 180^ 
Daar C, en B, de polen van de bogen AB en AC z\jn, moet 

bg. C, D = 90° en bg. Bj E = 90'' z^n. 
Door optelling dezer twee vergelijkingen vindt men 

bg. C,D + bg. B, E = 180° 
en omdat 

bg. CiD -f bg. D E + bg. E B, + bg. B, D' C, =360° 

is, wordt dus ook 

bg. D E + bg. B, D' C, = 180° 

wat te bewjjzen was. 

Eigensohap 518. De hoeken van den pooldriehoek zijn de supple- 
menten van de zijden van den boldriehoek, 

Bewtjs: Beschouwt men volgens N® 511 den boldriehoek als den 
pooldriehoek van z^jn pooldriehoek, dan volgt de eigenschap onmid- 
demjk uit N^ 512. 

267. Sigensohap 514. JDe som der zijden van een boldriehoek is 
kleiner dan twee gestrekte hoeken, 

Bewtjs: Duidt men de zijden van den boldriehoek met a, h, c en 
de hoeken van den pooldriehoek met A;,, B^, Cp, aan, zoodat 

a + A^ = 180°, 6 + Bp = 180°, c + C;, = 180° 

is, en past men nu N^ 508 op den pooldriehoek toe, dan ontstaat 

A, + Bp + Cp> 180°. 
Hieruit volgt dus 

(180° — a) + (180° — 6) + (180° — c) > 180°, 
of 

a + 6 + c< 360°. 

Eigenschap 515. De som van twee zijden oan een boldriehoek is 
grooter dan de derde zijde, 
BewtJB : Construeert men een nevendriehoek van A A B C , en duidt 

men BC, CA, AB respectievelijk 
met a, 6, c aan, dan is 

A'C=180° — 6, A'B=180° — c. 
Volgens N^ 514, toegepast op den 
driehoek A'BC, is nu 

A'C + A'B + BC<360°, 
dus 

180° — 6 + 180° — c + a <360°, 
of na vereenvoudiging 
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268. Wfl zullen nu een boldriehoek en zfln tegendriehoek nader 
beschouwen. 

Onderstellen wy daartoe, dat deze in Fig. 478 door A ABC en 
A Al B, Cj voorgesteld worden. ^^ 

Allereerst is duidelijk, dat elk ele- 
ment van den e enen driehoek gelijk 
is aan een element van den anderen. 
Zoo is b. V. 



en 



B C =^ B| Cj j 



L ABC=L A,B,C,, 




B/ 

Fig. 478. 



omdat de raaklflnen, in B aan de cir- 
kels BA en BC getrokken, even- 
wijdig loopen met de raakiynen, in 
B, aan de cirkels B, A| en B, C, , 
terwyi bovendien de richtingen van 
elk paar raakl^nen tegengesteld z^jn. 

Beschouwt men echter beide op 
dezelfde wiJze, b. v. buiten den bol staande naar elk der driehoeken 
ziende, dan biykt, dat de volgorde, waarin de gelijke elementen op 
elkander volgen, in twee figuren niet dezelfde is. 

Voor den beschouwer van A ABC volgen de zflden AB, BC, CA 
op elkander in dezelfde richting, waarin de wijzers van een uur- 
werk, op het boloppervlak in A ABC neergelegd, rondloopen; voor 
den beschouwer van A Aj B, Cj daarentegen volgen de zyden Aj B, , 
B|C|, Cj A, in de tegengestelde richting op elkander. 

Als gevolg hiervan hebben wfl dus 

Eigenschap 516. Een boldriehoek en zijn tegendriehoek zijn niet 
congruent f maar symmetrisch. 

Inderdaad ziet men gemakkelijk in, dat het onmogelijk is, den drie- 
hoek A|BjC, zóó over het boloppervlak te verplaatsen, dat deze 
AABC gaat bedekken. Daartoe toch zou allereerst noodig ziJn, 
A Aj B, C, over het boloppervlak te schuiven, totdat Bj aan dezelfde 
zijde van A, C, kwam te hggen, als B ten opzichte van AC. Indien 
men daarna den hoek A, B, C| met ABC tot samenvaUing brengt, 
zal B| C, niet op de daaraan gelijke zijde BC, maar op BA kome 
en evenzoo B, A, op B C. 

Eigensoliap 517. Een gelijkbeenige boldriehoek is congruent 
zijn tegendrielioek. 

Bewijs: Is namelijk in fig. 478 gegeven, datbg. BA = b 
is, dan biykt onmiddellijk, dat ook elk dezer bogen gelijk 
bg. Bj A, en bg. B, C,. 
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Wanneer men nu tracht A A, B, C, op de zooeven beschreven wüze 
met AABC te doen samenvallen, door L A, B, Cj op LABC te 
plaatsen, zoodat B, in B en verder B, C, op BA en B, Aj op B C 
valt, dan zullen de punten Cj en A, respectievelijk op A en C moeten 
vallen, omdat nu 

bg. B, C,=bg. BA en bg. B^A, =bg. BC 

is. De driehoeken bedekken elkander dus volkomen. 

269. Met behulp van de beschouwingen der voorgaande § kan men 
nu ook bewijzen: 

Eigenschap 518. In een gelijkbeenigen boldriehoek zijn de hoeken 
aan de basis gelijk. 

Gegeven: 

bg.AB = bg. BC. 

Te bew^jsen: 

LACB=LBAC. 

Bewtjs: Zooeven is bewezen, dat 
men den A A' B' C' zoodanig over 
het boloppervlak kan verschuiven, 
dat L B' A' C' den hoek B C A vol- 
komen gaat bedekken. Dus is 

LB'A'C'=LBCA. 

B' Maar in elk geval is ook volgens 

Fig. 479. het begin van § 268 

LB'A'C'=LBAC, 

LBCA=LBAC. 

Eigenschap 519. Als in een boldriehoek een zijde grooter is dan 
een andere, Ugt over de grootste zijde ook de grootste hoek, 

• Gegeven: 

bg. A B > bg. B C. 

Te bewijzen: 

L ACB> LBAC. 

BewtJB : Omdat bg. A B > bg. B C is , 
kan men steeds op bg. AB een stuk 
Fig. 480. "^^ nemen, dat gelijk is aan bg. BC, 

terwijl D tusschen A en B valt. Brengt 
men nu een groeten cirkel door C en D, dan is L BDC het supple- 




dus is ook 
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ment van een der hoeken van A A C D. Derhalve heeft men vol- 
gens N" 510 

LBDC> LBAC— LDCA. 

Maar, omdat in A BDC bg. BD = bg. BC is, zal ook 

LBDC=LBCD 

z^jn, dus wordt de vorige vergelijking 

LBCD> LBAC— LDCA, 
of 

LBCD+LI>CA>LBAC, 
dus eindeiyk 

LBCA> LBAC. 

De omgekeerden der eigenschappen 518 en 519 kunnen nu indirect 
bewezen worden, evenals de overeenkomstige eigenschappen voor den 
vlakken driehoek. 

Ten slotte is het duidelyk, dat, nu N<^ 519 bewezen is, ook de 
eigenschap, dat de som van twee zyden van een boldriehoek grooter 
is dan de derde z^jde, op dezelfde wtjze bewezen kan worden, als de 
gelijkluidende eigenschap voor den vlakken driehoek, door nameltJk 
op het verlengde van een dier twee zyden een boog aan te nemen 
geiyk aan de andere en het eindpunt van den aldus verkregen boog 
met een hoekpunt van den driehoek te verbinden. Wy laten de uit- 
werking hiervan aan den lezer over. 

270. Eigensohap 520. Een holdriehoek en zijn tegendriehoek hebben 
gelijke oppervlakken, 

Bew^s: In § 268 zagen wy reeds, dat een boldriehoek en zfln 
tegendriehoek in het algemeen niet congruent zyn, maar dat de con- 
gruentie tusschen die figuren ^ 
wel bestaat, indien de boldrie- 
hoek gelQkbeenig is. 

Ten einde nu tebewyzen, dat 
een willekeurige boldriehoek en 
ztjn tegendriehoek toch gelijke 
oppervlakken hebben , zullen wy 
aantoonen, dat elk dier figuren 
in drie geiykbeenige driehoeken 
verdeeld kan worden, zoodanig, 
dat telkens één deel van den 
boldriehoek met één deel van den 
tegendriehoek congruent is. 

Zö ABC de boldriehoek, 
A'B'C' de tegendriehoek. Vol- 
gens N° 464 bepalen de drie 
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punten ABC een kleinen cirkel op den bol, die twee polen R en K 
heeft, welke op één middell\)n gelegen zyn. In N® 468 is dan bewezen, 
dat, als men R met A, B en C door bogen van groote cirkels vereenigt, 

bg R A = bg R B = bg R C 

is. De driehoeken RAB, RBC en RCA ziJn dus alle gel\jkbeenig. 

Vereenigt men ook R' met A', B' en C' door groote cirkels, dan is 
duideltJk, dat de driehoeken RAB, RBC en RCA respectievelijk de 
driehoeken R' A' B', R' B' C', R' C' A' tot tegendriehoeken zullen hebben. 
Volgens N® 517 is nu 

Opp. A R A B = Opp. A R' A' B', 
Opp. A R B C =? Opp. A R' B' C', 
Opp. A R A C = Opp. A R' A' C', 

derhalve door optelling 

Opp. A A B C = Opp. A A' B' C'. 

Opmerking: Het punt R wordt het middelpunt van den om- 
geschreven cirkel van A AB C genoemd en de bogen R A, R B, R C 
heeten stralen van dien cirkel. 

Indien wiJ in het verdere met den naam sphaerisch exces aan- 
duiden het verschil van de som der hoeken van een boldriehoek met 
een gestrekten hoek , dan kunnen w\j de volgende eigenschap bewjjzen : 

Eigensohap 521. Het oppervlak van een holdriehoek staat tot dat 
van den bol als het sphaerisch exces staat tot vier gestrekte hoeken, 

Bewqs: Deze eigenschap volgt onmiddellyk uit de vorige en de 
evenredigheid (1) in § 265 (Zie N® 508). Daar werd namelijk gevonden : 

de som der hoeken: 180*' = 

(de halve bol -f- dö boldriehoek -|- de tegendriehoek) : den halven bol. 

Past men hierop nu een eigenschap der evenredigheden toe, dan 
vindt men 

(de som der hoeken — 180^ ; 180° = 

(de boldriehoek -|- de tegendriehoek) : den halven bol, 

of, in verband met de vorige eigenschap, 

het sphaerisch exces: 180*' = 2X<iö boldriehoek : den halven bol. 

Duidt men het sphaerisch exces met de letter E aan, dan wordt dus 

E 

Opp. boldriehoek = — — -z V Opp. bol. 

4 X 180° ^ 

271. Wy voegen hieraan nog de analyse van een belangtyke meet- 
kundige plaats toe. 
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Eigenschap 522. De meetkundige plaats der toppen van de boU 
<iriehoeken^ die dezelfde basis en gelijk oppervlak hebben, is een kleine 
cirkel, die door de tegenpunten van de uiteinden der basis gaat. 

Analyse: Zy de boldriehoek ^ 

ABC een der driehoeken , die 
op de gegeven basis AB staan 
en bovendien het gegeven op- 
pervlak hebben. 

Voor alle driehoeken , die aan ^ 
de gestelde eischen voldoen, 
heeft dan volgens N® 521 het 
sphaerisch exces dezelfde waar- 
de, en hetzelfde zal dan van 
de som der hoeken gelden. 
Dus moet 

LABC + LCAB+LACB = 
een standvastige grootheid . (1) 

zyn. Construeert men nu den 
topdriehoek A' B' C, dan is 

L ACB=LA'CB', L ABC=LCB'A = 180°— LCB'A', 

en 

L CAB=L CA'B = 180°— L CA'B'. 

Door substitutie dezer waarden in (1) vindt men dus 

(180° _ L C B' A') + (180° — L C A' B') + L A'C B' = 

een standvastige grootheid, 
dus 

360°— (L CB' A'+ L C A'B' — L A' CB') = een standvastige grootheid, 

waaruit dan weder volgt 

L C B' A' + L C A' B' — L A' C B' = een standvastige grootheid . <2) 

De vorm in het eerste Hd der vergelflking is echter gemakkelijk te 
construeeren. Is namelyk E' het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel van A C A' B', dan is, wegens de gelykheenigheid der driehoe- 
ken E' A' B', E' A' C en E' B' C 

LE'B'C=LR'CB', LE'A'C = LE'CA' en 
LE'A'B'=LR'B'A'. 

Trekt men nu den hoek A'CB' van de som der hoeken CB'A' 
en CA'B' af, dan is onmiddellijk duidel\jk, dat het verschil uit 
L E' A' B' + L R' B' A' bestaan zal, 



II. 
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of 

L C B' A' + L C A' B' — L A' C B' = 2 L R' B' A', 

en uit (2) volgt dan 

L B' B' A' = een standvastige grootheid. 

Hetzelfde geldt natuurlijk ook van LB'A'B'. 

De toppen van alle boldriehoeken, die op de basis AB staan en ge- 
lyk oppervlak hebben, moeten derhalve zóó gelegen z^jn, dat, als men 
het middelpunt R' van den omgeschreven cirkel van den topdriehoek 
CA'B' construeert, de hoeken R'A'B' en R' B' A' steeds dezelfde waarde 
verkregen, hetgeen alleen mogeiyk is, als het punt R', voortdurend 
dezelfde plaats inneemt. Daar echter 

R'C = R'A' = R'B' 

is, en de punten A' en B' vaste punten z^jn, zoo moet, indien ook R' een 
vast punt is, het punt C liggen op den kleinen cirkel, die R tot mid- 
delpunt heeft en door A' en B' gaat. Deze kleine cirkel is dus de 
gezochte meetkundige plaats. 

272. De vorige eigenschap kan, zooals men gemakkelyk begrypt, 
aangewend worden om het werkstuk uit te voeren. 

£en boldriehoek te construeeren, die hetzelfde oppervlak heeft ^ als 
een gegeven bolüierhoek (d. i. het deel van een bol, ingesloten door vier 
bogen van groote cirkels). 

Zy ABCD die bolvierhoek; verdeelt men dezen nu door de diago- 
naal AC in twee driehoeken, dan 
kan men. volgens N° 522 de meet- 
kundige plaats bepalen van de 
toppen der driehoeken, die AC 
tot basis hebben en welker opper- 
vlak gelijk is aan dat van A ABC. 
Bepaalt men nu de punten, waar 
die meetkundige plaats, hetzy de 
zijde A D, hetzij C D snijdt en ver- 
bindt men zulk een snijpunt S in 
het eerste geval met C, in het 
tweede met A, dan heeft men b.v. 
in AS CD een boldriehoek gevonden, die hetzelfde oppervlak heeft 
als de bolvierhoek ABCD. 




Fig. 483. 
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Vraagstukken. 

1015. Hoe groot is het oppervlak van een boltweehoek , welks hoe- 
ken 27° zya, als de straal van den bol, waartoe de tweehoek behoort, 
3 dM. is? 

1016. Van een tweevlakkigen bolsector is het bolvormig oppervlak 
gelyk aan de helft van het platte oppervlak. Bepaal den hoek van 
dat lichaam. 

1017. Twee boltweehoeken van gelyk oppervlak hebben hoeken van 
50° en 70°; hoe verhouden zich de inhouden der bollen, waartoe de 
tweehoeken behooren? En hoe verhouden zich de inhouden der twee- 
vlakkige bolsectoren, die by de boltweehoeken behooren? 

1018. Van een boldriehoek zyn twee zijden recht. Wat weet men 
dan van de overstaande hoeken en van de derde zyde in verband met 
den daarover liggenden hoek? 

1019. De som van de sphaerische afstanden van een punt binnen 
een boldriehoek tot de uiteinden van een der zyden is kleiner dan de 
som der beide andere zijden. 

1020. De som der sphaerische afstanden van een punt binnen een 
boldriehoek tot de hoekpunten is kleiner dan de som der zijden en 
grooter dan haar halve som. 

1021. Bewijs, dat twee boldriehoeken congruent of symmetrisch zyn, 
als twee zyden en de ingesloten hoek van den eenen gelyk z^jn aan 
twee zijden en den ingesloten hoek van den anderen. 

1022. Twee boldriehoeken zyn symmetrisch, als de drie zyden van 
den eenen gelijk zijn aan de drie zijden van den anderen en de gelijke 
elementen in de twee figuren in tegengestelde volgorde voorkomen. 

1023. De groote cirkel, die den tophpek van een gelijkbeenigen bol- 
driehoek halveert, deelt de basis loodrecht middendoor. 

1024. Elk punt van den groeten cirkel, die een boog van een anderen 
groeten cirkel loodrecht halveert, heeft gelijke afstanden tot de uit- 
einden van dien boog. 

1025. Elk punt buiten den groeten cirkel, die een boog van een 
anderen groeten cirkel loodrecht halveert, heeft ongelijke afstanden 
tot de uiteinden van dien boog. 

1026. De drie groote cirkels, die de zijden van een boldriehoek lood- 
recht halveeren, gaan door één punt. 

1027. Twee rechthoekige boldriehoeken zfln congruent of symmetrisch, 
als zij de hypothenusa en een aanliggenden hoek gelijk hebben. Welk 
geval is uitgezonderd? 

1028. Elk punt van een groeten cirkel op een bol, die den hoek, 
tusschen twee gegeven groote cirkels middendoor deelt, heeft gelijke 
sphaerische afstanden tot de beenen van dien hoek. 
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Onder den sphaerischen afstand van een punt op een bol tot een 
grooten cirkel verstaat men den kleinsten boog van den grooten cirkel, 
die door dat punt loodrecht op den gegeven cirkel getrokken wordt. 

1029. Is een rechthoeksz\jde van een rechthoekigen boldriehoek scherp, 
dan is z^ kleiner dan de hypothenusa. Hoe w\jzigt zich deze eigen- 
schap, als de rechthoeksz\jde stomp is? 

1030. Elk punt buiten den grooten cirkel, die den hoek tusschen twee 
groote cirkels halveert, heeft ongelijke sphaerische afstanden tot de 
beenen van den hoek. 

1031. De drie doellijnen der hoeken van een boldriehoek gaan door 
één punt. 

^1032. Is S de halve som der hoeken A, B, C van een boldriehoek, en 
verbindt men het middelpunt van den omgeschreven cirkel met de 
hoekpunten der groote cirkels, dan vormen deze bogen met de zijden 
hoeken, die door S — A, S— B, S — C voorgesteld worden. 

1033. Van een boldriehoek zijn de hoeken 36*^, lOS*' en 100^ Hoe 
groot is ziJn oppervlak, als de straal van den bol 3 dM. bedraagt? 

1034. Van een boldriehoek ztJn de zijden 30*^, 60*^ en 75*^. Hoe groot 
is het oppeiTlak van den pooldriehoek, als de straal van den bol 
2 dM. bedraagt? 

1035. Twee boldriehoeken hebben gelijke oppervlakken, als hunne 
pooldriehoeken gelijke omtrekken hebben. 

1036. Verander een willekeurigen boldriehoek in een geliJkbeenigen , 
die met den eersten de basis gemeen heeft, terwijl de oppervlakken 
dier twee driehoeken gelflk ziJn. 

1037. Gegeven een boldriehoek A B C en een punt P op de zijde B C. 
Gevraagd door P een grooten cirkel te trekken, die AC in Q snijdt, 
zoodat APQC=AABC is. 
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DE REGELMATIGE VEEL VLAKKEN. 

273. Een veelvlak beet regelmatig, als het door congruente 
regelmatige veelhoeken begrensd wordt en in 
elk hoekpunt evenveel zijvlakken samenkomen. * 

Het eenvoudigste regelmatige veelvlak is het / )\ 

regelmatig viervJak, dat door vier gelijkzydige / 1 \ 

driehoeken begrensd Vf ordt. Plaatst men nu hier- / l \ 

tegen een ander, daarmede congruent regelmatig Bfcy" — V"// 
viervlak (zie E B C D en A B C D in nevenataande \^"~~~"4^/ 

figuur) zoodanig, dat één zijvlak van het ééne \ / / 

viervlak een zlJde van het andere volkomen be- \ // 

dekt, dan is het veelvlak ABCDE met regel- \J/ 

matig, omdat in elk der hoekpunten A en E y, 

drie, maar in elk der punten B, C, D vier ge- 
lijkzijdige driehoeken samenkomen. *■ 

Elgensohap 528. Er zijn geen Tegelmatige veehlakken mogetijk, dte 
door regelmatige veelhoeken met meer dan vijf zijden begrensd worden. 

Bew^'s: Zijn de zijvlakken nameiyk n-hoeken, dan is elke hoek 
n-2 
daarvan gestrekte hoeken, In één hoekpunt van het lichaam 

moeten minstens drie zulke zijvlakken samenkomen, dus ontstaat daar 



hoeken bedraagt. Maar volgens N" 351 moet deze som minder dan 
twee gestrekte hoeken bedragen, dus is 



waaruit volgt 
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Er zyn dus uitsluitend regelmatige veelvlakken mogelijk, die door 
regelmatige drie-, vier- of vflfhoeken begrensd worden. 

Eigenschap 524. Het aantal regelmatige veelhoeken bedraagt vijf. 

BewtJB : Beschouwen wy eerst de regelmatige veelvlakken , die door 
regelmatige driehoeken begrensd worden en onderstellen wy, dat er 
p driehoeken in elk hoekpunt samenkomen. Dan is daar een p-vlaks- 
hoek aanwezig, waarvan de som der zyden p X ÖO*' bedraagt. Volgens 
N*^ 369 moet nu 

/> X öO*' < 360^ dus n < 6 
ziJn. 

B\j een regelmatig veelvlak, dat door gelijkzijdige driehoeken be- 
grensd wordt, kunnen dus slechts óf 3, óf 4, óf eindelijk 5 driehoeken 
in één punt samenkomen; in het geheel vindt men dus drie 
hchamen. 

Op dezelfde wijze vindt men, indien een regelmatig veelvlak door 
regelmatige vierhoeken begrensd wordt, waarvan er p in elk hoek- 
punt samenkomen, dat 

P X 90° < 360° of J9 < 4 

zijn moet. Hieruit volgt dus slechts p = S] wjj verkrijgen derhalve 
één nieuw Hchaam. 

Wordt eindelijk het regelmatige hchaam door regelmatige vijfhoeken 
begrensd, dan moet, omdat een hoek van zulk een veelhoek 108° 
bedraagt, 

/? X 108*" < 360° of p<3ï, 

derhalve p = 3 ziJn. 

In het geheel hebben wiJ dus 3 4-1 + 1 = ^ regelmatige veel- 
vlakken gevonden. 

274. Vraagstuk : Het aantal zijvlakken van elk der vijf regelmatige 
veelvlakken te berekenen. 

Stelt men het aantal zijvlakken , hoekpunten en ribben van het regel- 
matige veelvlak door z, h en r voor, dan is volgens N*^ 406 

c + A = r-f-2 (1) 

Men kan nu gemakkelijk A en r in 2r uitdrukken, als men onder- 
stelt, dat het regelmatige veelvlak door regelmatige w-hoeken begrensd 
wordt, waarvan er p in elk hoekpunt samenkomen. 

Allereerst beschouwen wiJ het aantal hoekpunten. Een zijvlak heeft 
n hoekpunten , dus zullen aan z zijvlakken z n hoekpunten aanwezig 
zijn. Maar, omdat er p zijvlakken in elk hoekpunt van het veelvlak 
samenkomen , zullen ook p hoekpunten van die in één hoekpunt samen- 
komende zijvlakken te zamen slechts één hoekpunt van het veelvlak 
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dus z =12. Hiermede hebben wö het regelmatige twaalfvlak 
of dodekaedör verkregen. 

275. Wt) zullen nu achtereenvolgens een eenvoudige constructie voor 
elk der v^jf regelmatige veelvlakken aangeven, als telkens de lengte a 
der ribbe gegeven is. 

1^. Construotie van het regelmatig viervlak. 
Beschr\jf met de gegeven ribbe a als ztjde een gelvjkz\jdigen drie- 
hoek ABC. Richt in het middelpunt O 
ï van dezen driehoek een loodlyn op het 

vlak ABC op, breng een vlak door 
deze loodlijn en de rechte A O en 
beschrUf nu in dat vlak om A met 
a als straal een cirkelboog, die de zoo- 
even genoemde loodiyn op het vlak 
A B C in T snydt. Brengt men daarna 
vlakken door het punt T en elk der 
ribben BC, CA en AB, dan is het 
regelmatige viervlak verkregen. 
Bewtjs: Brengt men een vlak U aan, dat de ribbe BC loodrecht 
halveert, dan zal dit volgens N° 374 door het punt O moeten gaan^ 
omdat O op gelyke afstanden van de punten B en C ligt. Aangezien 
dit vlak U volgens N® 339 loodrecht op het vlak ABC staat, omdat 
het loodrecht staat op de rechte BC, die in het vlak ABC gelegen 
is, zoo zal de rechte OT, die loodrecht op het vlak ABC getrokken 
is, volgens N° 341 in het vlak U moeten liggen. Daar dezelfde rede- 
neering geldt ten opzichte van de rechte O T en het vlak, dat AB 
loodrecht halveert, zal elk punt van OT volgens N° 374 even ver van 
B als van C en van A liggen. Dus is TB = TC = TA; maar T A is 
volgens de constructie = a, dus zijn de opstaande z^vlakken TBC^ 
T CA, TAB geltjkzydige driehoeken met de zflde a. 
2^. Oonstructie van het regelmatig zesvlak. 
Beschrijf een vierkant A B C D op de gegeven ztjde a. Richt in elk der 

^ hoekpunten een loodlijn op het vlak A B C D 
op, en maak de lengte van elk dier lood- 
lijnen gelijk aan a, zoodat de punten 
A', B', C', D', verkregen worden. Deze zullen 
dan volgens N** 372 in één vlak Uggen, 
dat evenwijdig met het vlak A B C D is. 
Breng nu de vlakken A B B' A' , B C C' B% 
CDD'C', DAA'D' en eindelijk ook 
B A'B'C'D' aan, dan is de kubus gecon- 

Fig. 486. strueerd. 

Het bewijs is gemakkelijk. 
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3*^. Oonstruotie van het regelmatig aohtvlak. 
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Beschrijf een vierkant 
A B C D met de zyde a en 
trek daarin de diagonalen , 
die elkander in O snyden. 
Kicht in O op het vlak 
A B C D een loodlyn op 
en zet daarop naar weers- 
zoden van O af stukken 
O E en OF uit, die elk 
gelijk aan O A zijn. Breng 
nu vlakken door E en 
elk der zijden van den 
vierhoek A B C D en even- 
zoo door F en elk dier 
zijden, dan is E A B C D F 
een regelmatig achtvlak, 
zooals men gemakkelijk 
bewijst. 

4®. Oonstruotie van het regelmatig twaalfvlak. 

Construeer een gelijkzijdigen driehoek A C ö (Fig. 488), waarvan de 
zijde gelijk is aan de diagonaal van 
den regelmatigen vflfhoek met de 
zijde a. Richt in het middelpunt van 
dezen driehoek een loodlijn op het 
vlak ACG op en beschrijf in het 
vlak, door deze loodlijn en AO ge- 
bracht, een cirkel om A met den 
straal a, die de loodlijn in B snijdt. 
Vereenigt men nu B met A , C en G 
dan is 

BA = BC = Ba = a. 

Omdat nu A B en B ö elk een zijde 
en bovendien A G een diagonaal van 
denzelfden regelmatigen viJfhoek ziJn, 
zal L A. B G dus een hoek van dien vijfhoek voorstellen en hetzelfde 
geldt van de hoeken G B C en A B C. 

In de vlakken ABG, BGC en ABC kunnen nu dus de regelmatige 
vijf hoeken ABG/F, CBG^H en ABCDE geconstrueerd worden. 
Dan is echter 

de drievlakshoek CBHD^met den drievlakshoek BAGC, 
daar zij twee zijden gelijk en den ingesloten hoek gemeen hebben. Dus is 




Fig. 488. 
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LHCD^LG^BA = een hoek van een regelmatigen vyf hoek , 

zoodat men nu een nieuwe zoodanige figuur D C H A I in het vlak 
D C H kan construeeren. 
Dan is voeder 

de drievlakshoek D E Cl ^ met den drievlakshoek CBHD, 

zoodat opnieuw een regelmatige vyfhoek E D I i K geconstrueerd kan 
worden. Omdat eindeltJk, zooals men gemakkelijk inziet, 

de drievlakshoek A B F E ^ met den drievlakshoek E A D K 

is, zullen de standhoeken, die in beide figuren op A E liggen, gelp zyn, 

zoodat het vlak FAE met het 
vlak KEA moet samenvallen en 
dan is dus ten slotte nog een 
regelmatige vyfhoek F A E K * 
mogelijk. 

Op deze wyze heeft men nu een 
samenstel van zes regelmatige 
vflfhoeken verkregen. 

Let men op den tienhoek 
YfQgRhliKk, welks hoekpun- 
ten niet in één plat vlak Uggen, 
dan blijkt onmiddell^k, dat in elk 
der punten F, G, H, I, K twee 
vyfhoeken uitkomen, terwijl daar- 
entegen in ƒ, g, A, t, k elk nog slechts één vflfhoek aanwezig is. 

Construeert men nu een tweede zestal van regelmatige v\jf hoeken, 
dat met het eerste congruent is en uit den vyfhoek abc de met vflf 
daaraan sluitende v^Jf hoeken bestaat, dan ziet men gemakkelijk in, 
dat deze figuur geheel aan de vorige aangepast kan worden, indien 
men slechts zorg draagt, dat de hoekpunten van den tienhoek van 
het eerste zestal, waarin twee v^Jf hoeken uitkomen, juist samenvallen 
met die hoekpunten van den tienhoek van het tweede zestal, waaraan 
één vflfhoek gelegen is. Zoodoende ontstaat dan fig. 489. 
5^. Oonstruotie van het regelmatig twintigvlak. 
Construeer een regelmatigen vyfhoek BCDEF met de z\Jde a, 
richt in het middelpunt O een loodlfln op het vlak van den vjjfhoek 
op en beschrijf in het vlak, door deze loodlijn en BO gebracht, een 
cirkelboog om B met a als straal, welke de vorige loodliJn in A snijdt, dan 
ontstaan door vereeniging van A met B, C, D, E, F vijf gelijkzijdige 
driehoeken met de zijde a. 

Denkt men nog B D getrokken , dan is ABCD^ABAD, daar 
zij de drie zflden gelijk hebben. Dus is 




Fig. 489. 
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L BAD^öen hoek van een regelmatigen vüfhoek, 
«n men kan dna in het vJak BAD een nieuwen regelmatigen vtJfhoek 
bad/c conatrueeren en daarna C met e en ƒ verbinden. Nu ia 
de drievlakshoek D ^CA^ ^ 

met den diievlakshoek A B C D, 
omdat 



L AD/=LBAD 

LCDA=LCAD 

ia, terwijl die figuren den atandboek 

op AD gemeen hebben. Derhalve is 

. L CD/=LBAC = 60°, 
zoodat A OD/geli)kzi)dig zynmoet, 




Cf=a en \_ fCB = QO°. 
Evenzoo bewijst men uit de congruentie 
)D ABCD, dat 

L C B e = 60", Ce = 



Fiff. 490. 
drievlakshoekon B A C e 
a en L B C e = 60° 
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276. Bigensohap 525. Alle tweevlakshoeken van een regelmatic^ 
veelvlak zijn gelijk. 

Bewijs: Het bew\]8 dezer eigenschap is zeer gemakkel\]k voor die 

veel vlakken, btJ welke in elk hoek- 
punt drie veelhoeken of driehoeken 
samenkomen. Want dan z\jn de 
drievlakshoeken , die in elk hoek- 
punt aanwezig z\]n, zooals b. v. 
de drievlakshoeken ABFE en 
CBHD in fig. 489, congruent, 
omdat zjj gel\]ke zijden hebben; dus 
zyn ook de tweevlakshoeken dier 
figuren twee aan twee gelyk, en 
omdat elk dier drievlakshoeken 
bovendien gelijkzijdig is, besluit 
men, dat de zes hoeken dier figu- 
ren alle gel\jk zyn moeten. 
Zoo zyn in het gekozen voorbeeld de standhoeken op AB, AF, 
AE, CB, CD en CH aUe gelyk. 

Voor het regelmatig achtvlak bew\jst men de eigenschap gemak- 
kelijk uit de constructie, 
^ die wij op blz. 185 mede- 

deelden. Beschouwt men 
namelijk in fig. 487 den 
vierhoek EBFD, dan is 
deze volgens de constructie 
een vierkant, omdat de 
diagonalen gelijk zijn en 
elkander loodrecht mid- 
dendoor deelen. Derhalve 
is in de drievlakshoeken 
ABDE en FBDA. 

LDAB=LDFB = 1R, 
LDAE = L AFB = 60% 
en 

LEAB=LAFD = 60°; 
zij hebben dus de drie 
zijden gelijk, zoodat 

de standhoek op A E in den drievlakshoek A B D E = 

dien op FA in den drievlakshoek FBDA. 

Op jdergelijke wijze kan men de gelijkheid van elk ander paar stand - 
hoeken aantoonen. 
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Er blijft nu nog slechts over hot bewijs te leveren voor het regel- 
matig twintigvlak. 

Uit de congruentie der drievlaks- 
hoeken BA CF en DAC/, die de 
zijden gelijk hebben, volgt onmid- 
dellijk, dat de standhoeken op de 
ribben BA en DC gelijk zijn. Op 
gelijke wijze kan de eigenschap voor 
de standhoeken op elk ander paar 
ribben bewezen worden. 

277. De voornaamste eigenschap 
der regelmatige veelvlakken is, dat 
om en in elk regelmatig veelvlak een 
bol beschreven kan worden. Alvo- 
rens echter tot de behandeling hier- 
van over te gaan, bespreken wij 

eerst den om- en den ingeschreven bol bij het eenvoudigste lichaam, 
d. i. het viervlak. 

Eigenschap 526. Om elk viervlak kan steeds een bol en niet meer 
dan één bol beschreven worden. 

Bewijs : Men heeft aUereerst aan te toonen , dat altijd een punt kan 
gevonden worden, dat gelijke afstanden tot elk der vier hoekpunten 
A, B, C, D, heeft. AUe punten, die even ver 
van A als van B verwijderd zijn, liggen in 
een vlak, dat A B loodrecht middendoor deelt 
(N® 374). Evenzoo heeft men vlakken aan te 
brengen, die AC en AD loodrecht midden- 
door doelen, om de meetkundige plaatsen der 
punten te vinden , die even ver van A als van 
C en even ver van A als van D verwijderd 
zijn. De drie aldus geconstrueerde vlakken 
hebben een punt P gemeen, welks afstanden 
tot B, C, D elk gelijk zijn aan den afstand 
tot A; dus ligt P op gelijke afstanden van de vier hoekpunten. 

Daar P A = P B en P A = P C is, zal dus ook P B = P C zijn, en hieruit 
volgt dan, dat P tevens moet liggen in het vlak, dat BC loodrecht 
middendoor deelt. Evenzoo bewijst men, dat P moet liggen in elk der 
vlakken, die CD en DB loodrecht halveeren, zoodat geen ander punt 
dan P het middelpunt van een omgeschreven bol zijn kan. 

Hieruit kan nog besloten worden tot 

Eigenschap 527. De zes vlakken, die de ribben van een viervlak 
loodrecht halveeren ^ gaan door één punt. 

Tevens sluit zich hierbij aan: 



B 




Fig. 491. 
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Eigenschap 528. In elk viervlak kan steeds een bol en niet meer 
dan één bol beschreven worden. 

Het bewüs is volkomen gelijk aan het voor N* 526gegevene, zooals 
biykt, als men slechts opmerkt, dat het middelpunt van den gezocht en 
bol op geiyke afetanden van de vier zijvlakken moet liggen en dus 
volgens N° 376 gelegen zfln moet in elk der vlakken, die de twee- 
vlakshoeken tusschen de zijvlakken van het viervlak middendoor 
deelen. 

Tevens bltJkt uit dit bewijs dan ook: 

Eigenschap 520. De zes vlakken, die de ttoeevlakshoeken van een 
viervlak halveeren, gaan door één punt, 

278. W;J gaan nu over tot het bewijs van 

Eigenschap 580. Om en in elk regelmatig veelvlak kan een bol 
beschreven worden, 

Bewjgs: Men kieze twee willekeurige aan elkander sluitende zijvlakken 





Fig. 492 2». 



van het lichaam uit, b. v. de driehoeken ABC en B CD in fig. 492 a 
of de vflfhoeken abc de en bcfgh in fig. 492 6 en construeere de 
middelpunten van deze (O en O, in fig. 492 a, o en o, in fig. 492 5). 
Richt men nu in een middelpunt, b.v. O, een loodltjn op het zfl vlak 
op, dan is elk punt, b.v. P, van die loodltJn op gelüke afstanden 
van de hoekpunten van het zijvlak verwijderd. In fig. 492 a is b. v. 
PA = PB = PC, omdat 

POA^ A POB^ A POC 

is. Richt men ook in het middelpunt van het tweede zijvlak een lood- 
ly'n O, P, op dat zijvlak op, dan moet deze de eerste snijden. Want 
de loodlijnen, uit O en Oj op de gemeenschappelijke zijde BC der 
zijvlakken neergelaten, hebben hetzelfde voetpunt, namelijk het midden 
M dier zyde. Nu is het vlak POMJLBC en het vlak PjOMJ^BC; 
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dus moeten die vlakken FOM en P, OM samenvallen, zoodat de lood- 
lynen OP en O, P, in één vlak liggen en daarom elkander snflden 
moeten. 

Zy S het snypunt ; verbindt men dit met M , dan is 

A OMS^ A 0,MS, 
omdat 

OM = 0,M,MS = MS en LS0M=LS0,M = 1E 
is. Dus is 

S0 = S0ien LSMO, = LSM0. 

Daar L O M O, een standhoek van het regelmatig veelvlak is , is 
dus LSMO, gelijk aan den halven standhoek. 

Nu is van A S O, M bekend : M O, = de straal van den ingeschreven 
cirkel van een zyvlak van het veelvlak, L SO^M^IR, LSMOi = den 
halven standhoek, zoodat de rechte S O, uit die gegevens volkomen 
bepaald kan worden. Daarom zal de loodltjn O, P, door de loodlflnen, 
die op de aan CD en BD aansluitende zijvlakken van het Uchaam in 
hunne middelpunten opgericht kunnen worden, in hetzelfde punt S 
gesneden moeten worden, waaruit men dan gemakkelyk besluit, dat 
de loodlynen, op alle zijvlakken van het lichaam in hunne middel- 
punten opgericht, door S gaan. Bovendien zfln al deze loodlynen, 
zooals SO en SO, , gelijk; dus is S het middelpunt van een bol, die 
in het regelmatig veelvlak beschreven kan worden. 

Denkt men nu S met twee willekeurige hoekpunten , b. v. A en D 
verbonden, dan is 

ASOA^ASOjD, 
(SO.= SOi, AO = DO, en L SO A= L S O, D = 1 R); 

dus is SA = SD, zoodat S ook op gelijke afstanden van al de hoek- 
punten gelegen ziJn moet. 

Het punt S is dus tevens het middelpunt van een om het veelvlak 
beschreven bol. 

279. De belangrijkste opgave bü de regelmatige veelvlakken is nu 

Vraagstuk. Den straal van den omgeschreven bol van een regel-- 
matig veelvlak te bepalen, 

Algemeene methode : Kiest men een vdllekeurig hoekpunt A van 
het lichaam uit en verbindt de uiteinden der in dat punt uitkomende 
ribben, dan ontstaat een regelmatige drie-, vier- of viJfhoek, waarvan 
de ziJde óf geiyk aan de ribbe a van het Uchaam is, óf in a uitge- 
drukt kan worden. 

Wy stellen deze zyde door an voor en noemen den driehoek of 
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veelhoek zelven ook een w-hoek. In fig. 493 is ditdev^jfhoekBCDEF. 

^ Laat men nu uit A een loodlijn 

neer op het vlak van dien n-hoek 
en noemt men O het voetpunt, dan 
is O het middelpunt van den cirkel, 
om den n-hoek beschreven. Zfl q de 
straal van dien cirkel, dan is in de 
planimetrie aangegeven, hoe a» in q 
kan worden uitgedrukt en dus kan 
omgekeerd ook q uit a» gevonden- 
worden. In den rechthoekigen drie- 
hoek AOB is dan 




AO = V/a* — 



... 



(1) 



Wanneer men nu AO verlengt, 
moet deze rechte ook het middelpunt M van den om het veelvlak be- 
schreven bol bevatten, omdat AO de meetkundige plaats der punten 
is, die geiyke afstanden tot B, C, D, E en F hebben. Snydt het ver- 
lengde van AO den bol in P, dan is dus AP een middellyn van den 
bol, waaruit volgt, dat A ABP rechthoekig is. Duidt men den straal 
van den om het veelvlak beschreven bol met E aan, zoodat AP = 2R 
is, dan wordt, omdat 

AB* = AOXAP 
is, dus ook 



a* = 2 E V^a* — q\ 



en hieruit volgt dan 






* * 



•■■■ > 



w 



E = 



a' 



2 Va^ — Q^ 



(2) 



f^j>- 



r 



r 



Wy zullen deze berekening nu doorvoeren voor het regelmatig 
twintigvlak en het twaalfvlak. 

1". Voor het twintigvlak kan fig. 493 onmiddeUyk dienst doen. 
Nu is BC = a5 = de gegeven ribbe a. Maar 



ag = j 9 V 10 — 2 V^5, 



dus 



waaruit volgt 



a=i9VlO — 21/5, 



2a 



VlO — 2V/5 



z,= J^a\/50+10v/5. 
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Derhalve wordt nu volgens (2) 



K = 



a' 



!\/a«-^ 



* (50 + 10V/5) 
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of ten slotte 



5a 



VöO— lOv/5 



R = 1 a V 10 + 2 V/5. 



2^ Voor het twaalfvlak is de w-hoek een driehoek (BCD infig. 494). 
waarvan de zijde een diagonaal is van den regelmatigen v^jfhoek, die 
n tot zijde heeft. Daar nu a het grootste stuk 
is van de in de uiterste en middelste reden 
verdeelde diagonaal, die wö hier door a^ voor- 
stellen, is' dus 

a = i as (V^5 — 1), 
of 

a3 = --l^— =éa(r/54-l). 




Vb—l 



Fig. 494. 



Verder is 



dus 



en eindeiyk 



a^ = Q V/3, 



a« 



^ = ^=ia(V/5 + l)V/3 



R = 



i^«'-T^2-«*(6 + 2V/5) 



of ten slotte 



_aVs_ 
V/ö"— 1 



R = |a(V/54-l)V/3. 



280. Voor de overige regelmatige veelvlakken kan de straal van den 
omgeschreven bol langs een veel korteren weg gevonden worden. 
1®. Bt) het vier vlak ligt het middelpunt van den omgeschreven bol 
II. 13 
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in elk der loodlijnen, uit de hoekpunten op de overstaande zQ vlakken 
neergelaten. Deze loodmnen zQn tevens de zwaartel)jnen en gaan dus 
volgens N^ 395 door één punt. Maar volgens die zelfde eigenschap Is dan 

R=f X<iö hoogtelfln. 

j^ In den rechthoekigen driehoek A B O 

is B O de straal van den om A B C D be- 
schreven cirkel; dus 




of 



B0 = -^/ 

V/3 



Nu is 



AO«=AB* — BO« = a« — ^ = -a^ 

o o 

en dus 



R = |V/2a» = |aV/6. 

2®. Bt) den kubus ligt het middelpunt van den omgeschreven bol 
in het snijpunt der diagonalen en is de straal van dien bol volgens 
N" 385 dus de helft van een diagonaal. Derhalve heeft men in ver- 
band met N<» 387 

3^. B\j een regelmatig achtvlak (fig. 487) ligt het middelpunt van 

den omgeschreven bol in 
j; het snypunt O der drie 

onderhng loodrechte diago- 
nalen, die btj de construc- 
tie dienst deden. Dus is 
de straal van dien bol 
geiyk aan de halve diago- 
naai of 

R = ^ a l/'2. 

281. Is eenmaal de 
straal van den omge- 
schreven bol van een re- 
gelmatig veelvlak bekend, 
dan kan die van den in- 
geschreven bol steeds op 
eenvoudige wyze berekend 
worden. 




Deze straal is namelijk de loodl^n, uit het middelpunt M neerge- 
laten op een der zlfvlakken, b. v. jg 
«p A BC D E in flg. 496. Verbindt 
men nu een hoekpunt A van dat 
züvlak met het voetpunt O dier 
loodl(]n en met M, dan is in 
AAMO, als MO = r en de 
straal AO van den om het z^- 
vlak beschreven cirkel ^r, ge- 
steld wordt, 



= B'- 



Flg. 496. 



Hierin is E bekend, terwjjl r, ge- 
makkel^k met behulp van de planimetrie gevonden vrordt. 

282. Eindeiyk bewijzen w^ nog de stelling: 

Eigensohap 531. De inhoud van een regelmatig veelvlak i 
aan het derde deel van het product van den xtraal non de) 
Mhreven bol met het oppervlak van het Uchaam. 

BevtJB; Verbindt men het middelpunt van het veelvlak met de 
hoekpunten, dan wordt het veelvlak verdeeld in pyramiden, die alle 
gelfjke hoogte hebben, namelijk den straal r .van den ingeschreven 
bol, terwtJl elk dier pyramiden een zijvlak van bet lichaam tot grond- 



« gelijk 
1 inge- 



1044. Druk de ribbe van het aehtvlak -van vraagstuk 10*3 uit in 
de ribbe van den kubus. 

1045. De middelpunten der z^vlakken van een regelmatig aehtvlak 
ziJii de hoekpunten van een kubus. 

1046. Druk de ribbe van den kubus in vraagstuk 1045 uit in de ribbe 
van het aehtvlak. 

1047. Druk den straal van den ingeschreven bol van elk der regel- 
matige veelvlakken uit in de ribbe a. 

pj 1048. Bepaal ook den straal van den bol, die de ribben van een 
rëgehnatig veelvlafc raakt, bU elk dier lichamen afeonderlUk, als de 
ribbe a Is. 

1049. Bepaal den inhoud der verschillende regelmatige veelvlakken , 
als telkens de ribbe gegeven is. 

1050. Het grootste stuk van de in de uiterste en middelste reden 
verdeelde nbbe van een kubus is geiyk aan de ribbe van het regel- 
matig twaalfvlak, dat met dien kubus in denzelfden bol beschreven 
kan worden. 

1051. Laat men uit een willekeurig punt binnen een regelmatig- 
n-vlak loodlijnen op alle zijvlakken neer, dan is de som dier loodl^jnen 
geiyk aan n-maal den straal van den in dat veelvlak beschreven boU 



Kerhallnff. 

1053. Binnen een regelmatig aehtvlak ligt een cylinder zoodanig, 
dat de omtrekken van grond- en bovenvlak de zjjvlakken van den 
octaéder raken in hun zvraartepunten. Als de ribbe van het aehtvlak 
ais,hoegTootisdandeihhoudvandenejlinder(Eindex. h. b. s., 1869)? 

1053. Hoe ver moet het oog van het middelpunt van een bol ver- 

w^derd zlfn , om — -de gedeelte van de oppervlakte van den bol te kunnen, 
overzien? (Eindex. h. b. s., 1869). 

1054. Den inhoud te berekenen van de stukken, Tvaarin een bol, 
vrelks straal R is, verdeeld vïordt door een eylinder, welks as door 
het middelpunt van den bol gaat en die een straal r heeft. (Ëindex. 
h. b. s., 1870). 

1055. In een bol is een kegelvormig gat, zoodanig, dat de top van 
den kegel in het oppervlak van den bol ligt, terwül de as door het 
middelpunt van den bol gaat. Als nu de inhoud van het overbiyvende 
gedeelte driemaal zoo groot is als die van de in den bol gemaakte 
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opening, hoe groot is dan de straal van het grondvlak van den kegel? 
(Eindex. h. b. s., 1871.) 

1056. Een kegel is met zfln top in een der hoekpunten van een 
gegeven kubus geplaatst, terwtjl de omtrek van zfln grondvlak door 
het midden gaat van de drie ribben, die in het tegenovergestelde hoek- 
punt van den kubus samenkomen. Men vraagt den inhoud van den 
kegel te bepalen, als de ribbe van den kubus gegeven is. (Eindex. 
h. b. s., 1872). 

1057. Uit een punt P, gelegen op het verlengde van de middeliyn 
A B van een halven cirkel, is een ifjn getrokken, die den halven cirkel 
in een punt C raakt. Indien nu AB = 2a en boog BC = 60° is, 
vraagt men het oppervlak en den inhoud te berekenen van het lichaam , 
dat ontstaat door de wenteling van de figuur ACP om de l^n AP. 
(Eindex. h. b. s., 1872). 

1058. Aan twee cirkels, die elkander uitwendig raken en waarvan 
de stralen E en r gegeven z^jn, is een gemeenschappeiyke raaklQn 
getrokken. Bereken den inhoud van het lichaam, dat ontstaat door de 
figuur, welke begrensd wordt door de raakliJn en de cirkelbogen, be- 
grepen tusschen hunne raakpunten met de rechte mn en hun gemeen- 
schappelijk raakpunt, te laten wentelen om de Üijn, die de middel- 
punten vereenigt. (Eindex. h. b. s., 1873). 

1059. In en om een gel^kziJdigen driehoek zfln cirkels beschreven. 
De figuur wentelt om de middelltjn, die door een der hoekpimten 
gaat. Men vraagt den inhoud der verschillende deelen te berekenen, 
waaruit het omwentelingshchaam samengesteld is, als men den straal 
van den grootsten cirkel R noemt. (Eindex. h. b. s., 1874). 

1060. Als een regelmatige vyfhoek, beschreven in een cirkel, welks 
straal 1 M. is, om een middeUQn wentelt, die door een z\jner hoek- 
punten gaat, vraagt men het oppervlak en den inhoud te bepalen van 
het omwentehngslichaam, dat hierdoor ontstaat. (Eindex. h. b. s., 1875). 

1061. Een bol rust in een rechten kegel, welks as loodrecht staat, 
terwijl de top naar beneden |^keerd is. Het grondvlak van den kegel 
is gei^k aan het oppervlak ^fn den bol; de inhoud van den kegel is 
2,5 maal zoo groot als de inhoud van den bol, die 16 dM'. is. Be- 
reken den afstand van het middelpunt van den bol tot den top van 
den kegel. (Eindex. h. b. s., 1875). 

1062. Op de zijde van een gelijkz\jdigen driehoek als middeliyn 
wordt een halve cirkel beschreven. Men vraagt naar den inhoud van 
het omwentelingslichaam, dat ontstaat door het gedeelte van den 
driehoek, dat buiten den halven cirkel ligt, om de middellijn te laten 
wentelen. (Eindex. h. b. s., 1876). 

1063. Van een biconvex lensvormig lichaam is de dikte 5 cM., en 
ztjn de stralen van de bolvormige oppervlakken, die het begrenzen, 

II. 13* 
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55 en 37,5 c.M. Men vraagt den inhoud van dit lichaam te berekenen. 
(Eindex. h. b. s., 1876). 

1064. Twee kegels liggen binnen een bol; z^ hebben denzelfden 
op, en de beschrijvende lynen van den eenen ztjn de verlengden van 
die des anderen ; de omtrekken der grondvlakken liggen op het opper- 
vlak van den bol. De straal van. den bol is 29 cM., de afstand van 
de grondvlakken der beide kegels bedraagt 41 cM. en de afstand van 
den gemeenschappeiyken top tot het middelpunt van den bol is 1 cM. 
Men vraagt den inhoud van het omwentelingslichaam, dat door de 
beide kegelvlakken en door het oppervlak van den bol begrensd wordt. 
(Eindex. h. b. s., 1877). 

1066. Op het oppervlak van een bol z^Jn een groote en een kleine 
cirkel getrokken, die elkander raken en welker vlakken een hoek van 
30° met elkander maken. Hoe groot zfln het ronde oppervlak en de 
inhoud van het gedeelte van den bol, tusschen die beide vlakken be- 
grepen, indien het oppervlak van den bol als eenheid van vlaktemaat 
en de inhoud van den bol als eenheid van inhoud smaat worden aan- 
genomen? (Eindex. h. b. s., 1878). 

1066. Uit een punt C, gelegen op het verlengde der middelltJn A B 
van een halven cirkel , is een ItJn getrokken , die den halven cirkel in 
D raakt. Als nu de straal van den cirkel M A = r en de lyn M C = a 
gegeven is, vraagt men de inhouden te berekenen van de lichamen, 
voortgebracht door de wenteling der figuren C D B en C D A om de 
lyn C B. (Eindex. h. b. s., 1879). 

1067. Van een afgeknotten kegel is de straal van het bovenvlak de 
helft van dien van den ingeschreven bol. Men vraagt de verhouding 
te berekenen 1". tusschen den inhoud van den afgeknotten kegel en 
dien van den ingeschreven bol; 2®. tusschen de segmenten, waarin de 
bol door den raakcirkel verdeeld wordt. (Eindex. h. b. s., 1880). 

1068. Een bol rust op een horizontaal vlak; in de verticaal, die 
door het middelpunt gaat, bevindt zich een hchtgevend punt. Hoe 
groot is de afstand van dit punt tot het middelpunt van den bol, als 
het verlichte gedeelte van het bolvormig oppervlak even groot is als 
de schaduw, die de bol op het horizontale vlak werpt. (Eindex. 
h. b. s., 1881). 

1069. Twee raakljjnen aan een cirkel, waarvan de staal r is, ont- 
moeten elkander onder een hoek van 60°. De figuur, ingesloten door 
de twee raaklynen en den kleinsten boog van den cirkel , tusschen de 
twee raakpunten begrepen, wentelt om de middelliJn van den cirkel, 
die door een der raakpunten gaat. Men vraagt den inhoud van het 
lichaam, dat door deze wenteling ontstaat. (Eindex. h. b. s., 1882). 

1070. Om een rechten cirkelkegel, waarvan de hoogte A en de straal 
van het grondvlak r is , is een bol beschreven. Beide lichamen worden 
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gesneden door een plat vlak, evenwtJdig met het grondvlak van den 
kegel, zoodat de inhouden van de cirkels, volgens welke de bol en de 
kegel worden gesneden, zich verhouden als w tot 1. Op welken af- 
stand van den top moet het sn^vlak aangebracht worden? (Eindex. 
h. b. s., 1888). 

1071. De top van een rechten cirkelkegel, waarvan de schuine 
ztJde 4, de hoogte 3 is, valt samen met het middelpunt van een bol. 
Hoe groot moet de straal van dezen bol ztJn, opdat de inhoud, van 
het deel van den bol, dat buiten den kegel ligt, geiyk zQ aan twee- 
maal het deel van den kegel, dat buiten den bol hgt? (Eindex. 
h. b. s., 1883). 

1072. De straal van een bol is in de uiterste en middelste reden 
verdeeld; het grootste stuk hgt aan het middelpunt. Door het deel- 
pimt is een vlak gebracht, loodrecht op dien straal. In het grootste 
bolsegment, hetwelk dit vlak van den bol afsntJdt, is een regelmatige 
vierzfldige pyramide beschreven, waarvan de top hgt in het oppervlak 
van het bolsegment en het grondvlak in het loodrechte vlak. Bepaal 
van deze pyramide den inhoud en het geheele oppervlak, (Eindex. 
h. b. s., 1884). 

1073. Van een rechten cirkelvormigen kegel met een tophoek van 
60° is de straal van het grondvlak gegeven. In dezen kegel een 
cylinder te beschrijven, waarvan de inhoud geiyk is aan den inhoud 
van den bol, die in den overbiy venden kegel kan beschreven worden. 
(Eindex. h. b. s., 1885). 

1074. Aan de uiteinden A en B van een cirkelboog ABC zijn raak- 
ItJnen getrokken, die elkaar snijden in D. De punten A en B ztJn 
met het middelpunt M van den boog A O B vereenigd, de hoek M is 
46° en M A = r. De figuur M A D B wentelt om M A als as. Bepaal 
de inhouden der lichamen, die ontstaan door de wenteling van den 
driehoek A M B, van het cirkelsegment A C B en van de figuur A D B C. 
(Eindex. h. b. s., 1886). 

1075. In het grondvljak van een regelmatige vierzfldige pyramide, 
waarvan elke ribbe a is, heeft men een cirkel beschreven; op dezen 
cirkel is een rechte cylinder beschreven, welks cyhndervlak de op- 
staande ribben sntjdt. In het vierkant, waarvan deze snijpunten de 
hoekpunten zfln, heeft men eveneens een cirkel beschreven. Men vraagt 
den inhoud te bepalen van den afgoknotten kegel, waarvan deze cir- 
kels het grond- en bovenvlak zijn. (Eindex. h. b. s., 1886). 

1076. Een driehoek ABC, rechthoekig in C, wordt door een Itjn 
CD, die den rechten hoek middendoor deelt, in twee driehoeken A C D 
en B C D verdeeld. Door het punt C wordt in het vlak van den drie- 
hoek een Hjn loodrecht op C D getrokken. Als de driehoek om de 
laatste Itjn wentelt, bepaal dan de verhouding van de inhouden der 
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twee lichamen, door de driehoeken ACD en BCD beschreven. De 
rechthoekszijden zQn a en & lang. (Eindex. h. b. s., 1887). 

1077. Van een rechten cirkelvormigen kegel is de straal van het 
grondvlak r en de schuine zyde s. Op welken afstand van den top 
in de schuine zflde moet deze kegel gesneden worden door een vlak, 
evenwijdig aan de basis, opdat de totale oppervlakken van elk der 
deelen, waarin de kegel wordt verdeeld, gelijk fcö'n? (Eiadex. h. b. s., 1890). 

1078. Op de as van een kegel, waarvan de hoogte gelijk is aan de 
middell)jn van het grondvlak, is als middelltjn een bol beschreven. 
Men vraagt, hoe groot het stuk van den bol is, dat buiten den kegel 
hgt, en hoe groot de stukken ztJn, waarin het vlak van de doorsnede 
van kegel- en boloppervlak den bol verdeelt. (Eindex. h. b. s., 1891). 

r> — 1079. Een bol met een straal K en een kegel met een hoogte 2R 
en met den straal van het grondvlak B, zQn naast elkander op een 
vlak ü geplaatst. Men vraagt op welken afstand van het vlak U men 
een vlak moet aanbrengen, evenw^dig aan vlak U, opdat de inhouden 
der deelen van beide Uchamen tusschen deze vlakken gelijk z^jn. 
(Eindex. h. b. s. 1892). 

1080. In een halven bol (straal ::= E) beschryft men een kubus zóó, 
dat de hoekpunten van het bovenvlak in het oppervlak van den halven 
bol liggen, terwijl het grondvlak van een kubus in het platte grens- 
vlak van den halven bol hgt. Men vraagt 1*. de verhouding van de 
inhouden van den kubus en van de bolschflf , begrepen tusschen grond- 
en bovenvlak van den kubus; 2®. de verhouding van de ronde opper, 
vlakken der lichamen, waarin het bovenvlak van den kubus — be. 
hoorlük verlengd — den halven bol verdeelt. (Eindex. h. b. s., 1893). 

1081. De top van een kegel valt samen met het middelpunt van 
en bol, terwijl het grondvlak van den kegel den bol raakt. Het stuk 

van den kegel, dat buiten den bol hgt, is even groot als dat van den 
bol, dat buiten den kegel valt. Hoe groot is het gemeenschappemk 
stuk, in den straal van den bol uitgedrukt? (Eindex. h. b. s., 1894). 

1082. Men heeft een vat in den vorm van een afgeknotten kegel, 
waarvan de afmetingen binnenwerks z^jn: hoogte 6 dM., straal van 
het grondvlak 12 dM. en de straal van het bovenvlak 9 dM. Dit vat 
is tot op 1 dM. van den bovenrand gevuld met water. Men laat in 
het vat een Uchaam zinken, dat de gedaante heeft van een bolseg- 
ment, waardoor het vat geheel gevuld wordt. Als de hoogte van het 
segment 3^^ dM. is, vraagt men den straal van den bol te berekenen, 
waaruit het segment gesneden is. (Eindex. h. b. s., 1895). 

1083. In een bol is eén straal getrokken en op het midden van 
dien straal is een vlak loodrecht geplaatst, dat den bol in twee seg- 
menten verdeelt. Men neemt het kleinste segment weg en vervangt 
het door een kegel, die hetzelfde grondvlak heeft als het segment. Op 
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welken afstand van het midden van den straal moet de top van den 
kegel geplaatst worden, opdat het ronde oppervlak van het lichaam > 
gevormd door kegel en bolsegment, samen gelijk is aan het oppervlak 
van den gegeven bol? (Eindex. h. b. s., 1895). 

1084. Van een afgeknotte regelmatige tienztJdige pyramide is de 
ribbe van het grondvlak a; de opstaande zijvlakken maken hoeken 
van 60 ° met het grondvlak. Indien nu in de afgeknotte pyramide een 
bol beschreven kan worden, die alle zijvlakken raakt, hoe verhoudt 
zich dan de inhoud van dien bol tot dien van de afgeknotte pyramide ? 
(Eindex. h. b. s., 1896). 

1085. In een regelmatige vierzfldige pyramide, waarvan alle ribben 
a zfln, verbindt men het midden van een der ribben van het grond- 
vlak met de middens van die opstaande ribben, welke deze ribben 
van het grondvlak kruisen. Hoe lang zfln deze verbindingslijnen en 
hoe groot is het totale oppervlak van het lichaam, dat aan de zijde 
van den top wordt afgesneden door een vlak, dat deze l\jnen bevat? 
(Eindex. h. b. s., 1896). 

1086. De top van een recht cirkelvormig kegelvlak, waarvan de as 
vertikaal is en de tophoek 60°, is naar beneden gekeerd. In deze 
holte wordt een bol met straal r geworpen en daarna zooveel 
water er opgegeten, totdat de bol juist onder water is. Hierna wordt 
de bol er uitgenomen, terwtjl al het water in de holte komt. Hoe 
hoog komt dit water? (Eindex. h. b. s., 1897). 

Ondersteld wordt, dat de bol tegen het kegelvlak oorspronkelijk 
waterdicht sloot. 

1087. Door een diagonaal van het grondvlak van een kubus en het 
midden van eèn der ribben van het bovenvlak wordt een vlak gebracht. 
De ribbe van dien kubus is a. Hoe groot is de oppervlakte van de 
doorsnede en de inhoud van elk der deelen, waarin de kubus verdeeld 
wordt? (Eindex. h. b. s., 1897). 

1088. Op de middelltjn AB van een halven cirkel (AB = 2R = 24) 
neemt men twee punten C en D (O D = A = 4) en richt ia die punten 
loodljjnen op AB op, die den omtrek respectievelijk in E en F snflden. 
Als de inhoud van het lichaam ontstaan door wenteling der figuur E A F 
(begrensd door boog E F en de koorden AE en AF) om AB 96 7r 
moet z\jn, vraagt men AC te bepalen. (Eindex. h. b. s., 1898). 

1089. Van een driezfldige pyramide A B C D kruisen de ribben A B 
en CD elkander rechthoekig. Men vraagt te bewijzen, dat de inhoud 
van die pyramide gelijk is aan het gedurig product van de ribben A B 
en CD en den afstand dier ribben. (Eindex. h. b. s., 1899). 

1090. In een geliJkbeenig trapezium ABCD (AB = CD), waarin 
een cirkel beschreven is, trekt men de lijn, die de middens E en F 
der evenwijdige zijden B C en A D verbindt. Men laat de figuur A B E F 
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om de Itjn E F wentelen, waardoor een bol en twee ringvormige 
lichamen ontstaan. Qevraagd de inhoud en het totale oppervlak van 
het kleinste dier ringvormige lichamen (Eindex. h. b. s., 1899). 

1091. Een middelltjn van een bol, welks straal R is, is hoogteiyn 
van een kegel, welks grondvlak eveneens E tot straal heeft en raak- 
vlak is aan den bol. Men vraagt de verhouding van de inhouden van 
het deel van den kegel buiten den bol en van het deel van den bol 
buiten den kegel (Eindex. h. b. s., 1900). 

1092. De middens van drie elkander kruisende ribben van een kubus 
worden twee aan twee verbonden. Den aldus gevormden driehoek 
beschouwt men als grondvlak van een pyramide, waarvan de top 
samenvalt met een hoekpunt van den kubus, dat niet met een der 
drie eerstgenoemde punten op een ribbe ligt. Men vraagt den inhoud 
en het oppervlak van die pyramide uit te drukken in de ribbe a van 
den kubus (Eindex. h. b. s., 1900). 

1093. Als in een rechthoekigen boldriehoek een rechthoekszyde 90° 
en de aanliggende hoek 45° bedraagt, dan is de andere rechthoeks- 
zflde 45°. 

1094. Als in een rechthoekigen boldriehoek de hypothenusa recht is, 
dan is elk der rechthoeksz)jden gelijk aan den overstaanden hoek. 

1095. Als door een punt P drie rechten getrokken zyn en op 
elk daarvan een puntenpaar A,, A,; B,, B,; C,, Cj aangenomen is, 
zoodanig, dat 

PA,XPA, = PB,XPB, = PC,XPC, 

is , dan liggen die zes punten op een bol. 

1096. In een gegeven kegelvormigen bolsector een bol te con- 
strueeren, die het kegelvlak en het bolvormig oppervlak van den 
sector raakt. 

*1097. Het vlak van den cirkel, die aan twee elkander sntjdende 
bollen gemeen is, is het machtvlak der twee bollen. 

*1098. Hoe kan het vorige vraagstuk toegepast worden om het 
machtvlak van twee bollen te construeeren, die elkander niet sneden? 

1099. De meetkundige plaats der punten in de ruimte, welker af^ 
standen tot twee gegeven punten een standvastige verhouding hebben, 
is een boloppervlak, waarvan het middelpunt op de verbindingslyn 
dier punten ligt. 

1100. In een gegeven vlak een punt te bepalen, waarvoor de af- 
standen tot twee gegeven punten een gegeven verhouding hebben en 
dat op een gegeven afstand van een ander gegeven vlak verwijderd is. 
Hoeveel punten voldoen aan de vraag? 

1101. De meetkundige plaats der punten, die op gegeven afstanden 
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van twee snijdende vlakken liggen, is een rechte, die evenwfldig loopt 
met de doorsnede dier vlakken. 

1102. Als P een willekeurig punt is, ABCD een viervlak en Z 
het zwaartepunt daarvan, dan is 

P A* + P B* + P C* 4- P D* = 4 P Z* 4- Z A* 4- Z B» + Z C* + Z D*. 

1103. Stelt men de oppervlakken der zijvlakken van een viervlak 
door a, b, c, d en de helft van het geheele oppervlak door 8 voor, 
dan ziJn de stralen det in- en aangeschreven bollen van het viervlak 

31 31 

r = —-, ra^=- enz., 

2s' 2(3 — a) ' 

waarin I de inhoud van het viervlak beteekent. 

1104. Van een rechthoekig viervlak zyn de drie onderling loodrechte 
ribben 3, 4 en 5 dM. lang. Bepaal de stralen van de in- en aange- 
schreven bollen. 

1105. Van een rechthoekig viervlak zyn de drie onderhng loodrechte 
ribben a, 6, c. Bewijs, dat de straal van den omgeschreven bol 

i l/a» + 6* + c* is. 

1106. Hoe moet men een kubus door een plat vlak doen snyden, 
opdat de doorsnede een regelmatige zeshoek z^? 

1107. Een vierztjdige pyramide heeft tot grondvlak een rechthoek, 
terwijl de hoogteltjn, uit den top neergelaten, in het snijpunt der 
diagonalen van den rechthoek uitkomt. Gevraagd door een der ribben 
van het grondvlak een vlak te brengen, dat het lichaam in twee 
gelyke deelen verdeelt. 

1108. Als het middelpunt van den omgeschreven cirkel van een 
boldriehoek op een der zijden ngt, dan is de over die zijde liggende 
hoek gelijk aan de som der beide andere hoeken. 

1109. Als een bol alle ribben van een viervlak raakt, dan zijn de 
drie sommen der overstaande ribben gelijk. 

1110. Als een bol alle ribben van een viervlak raakt, dan is een 
raaklijn, uit een der hoekpunten van het viervlak aan den bol ge- 
trokken, gelijk aan het derde deel van de som der ribben, dit in dit 
hoekpunt uitkomen, verminderd met een zesde deel van de som der 
overige ribben. 

1111. Wat is de meetkundige plaats der punten in de ruimte, waar- 
voor de som van de vierkanten der rechten, die zulk een punt met 
de hoekpunten van een viervlak verbinden, standvastig is? 

1112. Als drie koorden van een bol door hetzelfde vaste punt gaan 
en twee aan twee loodrecht op elkander staan, dan heeft de som van 
de vierkanten der stukken een standvastige waarde. 

1113. Als drie koorden van een bol door hetzelfde vaste punt van 



den bol gaan en twee aan twee loodrecht op elkander staan, dan beeft 
de &om van de vierkanten dier koorden een standvastige waarde. 
1114. In en om een zelfden bol is een regelmatig achtvtak beschre- 



